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0b jetivos:

Concebir a la matematica como wuna practica social de argumentacion,

de fensa, formulacion vy demostracion.

Valorar la real aplicacion de los conocimientos recibidos,

independientemente de los que requieran para la formacion y agilidad
mental del Ingeniero.

Ser capaces de ulilizar los conocimienlos malemalicos para  resolver

problemas basicos de la Ingenieria.

Profundizar el conocimiento de las bases malematicas mnecesarias para

el planteo vy resolucion de los problemas clasicos de la [Ingenieria.
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Viscosidad Absoluta, Dindmica o Molecular

El programa de la materia comienza con propiedades de los fluidos, en donde basicamente se define densidad, peso
especifico, temperatura, presion, entre otras, se deja al alumno ver la bibliografia correspondiente, a fin de
fortalecer el material introductorio.

Comenzaremos el curso estableciendo diferencias entre un sélido y un fluido que basicamente son como éstos
responden a las tensiones tangenciales. Un sdlido puede resistir un esfuerzo cortante con una pequefia deformacién
estdtica, un fluido no, éste se deforma indefinidamente. El primer tema que veremos sera la viscosidad de un fluido
junto con las tensiones tangenciales.

Consideremos dos placas Ay B de longitud infinita e infinitamente préximas entre si, siendo el plano de trabajo el
XY ; en su interior se encuentra contenido un fluido en reposo. De esta seccion hipotética, tomaremos los puntos

M y N . Si aplicamos un diferencial de fuerza dFX a la placa superior A, el fluido adquirira movimiento, las capas o

estratos del fluido préximas a la cara adquiriran un diferencial de velocidad du, disminuyendo la misma a medida
gue nos alejamos de la placa en movimiento.

Por Hipdtesis de Newton — Mayer, dadas dos capas de un fluido infinitas e inmediatamente préximas entre si, que se
mueven con velocidades diferentes, debido a la diferencia de cantidad de movimiento que presentan, se generan

fricciones, dichas fricciones dan origen a tensiones tangenciales Ty proporcionales a las variaciones de velocidades

en el sentido perpendicular al escurrimiento.

El valor de la tensién tangencial en un sélido podemos

ou ot 06
obtenerlo del cociente entre la fuerza aplicada y el T o< g
area en la cual actia cuando esta tiende a cero,
recordemos también que el drea matematicamente se | —u = ol
representa como un vector normal a la superficie, . ff u /
como la superficie considerada esta en el plano X—2 50 ,f Sy 50 ,;'r
el vector es perpendicular a la misma, por eso H},’ ' -s-,.,},f
indicamos al vector como Ay, utilizamos tensiones 8_‘.‘ _';? }f
tangenciales porque son las que lo diferencian a un f” I’
sélido de un fluido: / /

/ Sy /

L dF, E— u=>0

fw = Aylﬂg 4

Como estamos trabajando en el plano X—2Z y solo queremos analizar las fuerzas tangenciales que son las que
diferencian al sélido de un fluido, exigimos que la fuerza esté contenida Unicamente en el eje X. Cualquier otra
componente por mas pequefia inclinacién que tenga, no hay fuerza tangencial Unicamente, ésta serd acompafiada
de una fuerza normal.

Admitimos que el espacio entre la placa superior y la inferior estd lleno de fluido. Por lo tanto el comportamiento del
fluido sera responsabilidad de las tensiones tangenciales del sélido.

Imaginese que la parte superior es el techo y la inferior es el piso de un recinto, si el techo no se mueve el fluido esta
en reposo, si de alguna manera es posible tirar de la placa superior por medio de una cuerda, la placa superior se
desplazard. Ahora bien, supongamos que el fluido estd en reposo, colocamos una cuerda que une el extremo inferior
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con el superior O—M y otra O — P al comenzar a moverse la placa superior se desplaza y la inferior permanece

quieta, es decir la cuerda pasa a ser O—M'y O—P’. Debido a que cuidadosas mediciones de laboratorio
demostraron que las particulas de un fluido en contacto con superficies solidas adquieren la velocidad de las
superficies solidas. No hay una demostracion se verificé en laboratorio. A modo de ejemplo imaginemos que
reemplazamos la cuerda por individuos formando una escalera humana, aquel que se sujeta por ultimo al techo, al
adquirir movimiento la placa superior se moverd y el que se encuentra en el piso permanecera inmavil.

’ ! . . .
La particula que se desplaza de M —M ' recorre una distancia, por lo tanto se produce un giro angular. En un punto
intermedio la velocidad del fluido seguird un desplazamiento lineal similar al de la placa. En esta clase impondremos
gue esto es asi, posteriormente lo demostraremos.

En un tiempo Atpasamos de la cuerda considerada cambié de posicidon. Es decir hubo una velocidad de

deformacion.

tga = g_l Para angulos relativamente pequefios tga = do

dl = dady Ahora bien, sabiendo que dl = dudt Igualando ambas expresiones

dadyzdudt:d—uzd—a
dy dt

Lo anterior refiere a una proporcionalidad, para obtener una igualdad es necesario un factor de adecuacioén,
conocido como viscosidad absoluta dindmica o molecular

ro—Limd_ i _ de
RS A May Mar

La viscosidad suele verse como un vinculo que transmite informacién entre las capas de un fluido. Para fluidos
Newtonianos esta relacidn es lineal. Algunos fluidos no lo cumplen por ejemplo las pastas.

Recuerde que la mayoria de los fluidos que trabajaremos en ingenieria, el agua, petréleo, destilados son
Newtonianos, los opuestos son frecuentes en la industria quimica.

Que sucederd si cambiaramos nuestro fluido, concebido en principio como agua por petrdleo, si bien la variacién de

la velocidad en el sentido perpendicular al escurrimiento sera diferente, la fuerzaz,, permanecerd invariable.

Concluimos que uno es mas viscoso que el otro.

Para dos fluidos en las mismas condiciones de presion y temperatura fluye con mayor rapidez el menos viscoso.
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Ecuacion fundamental de la hidrostatica

En mecanica de fluidos admitimos que Unicamente las fuerzas que producen el movimiento de los fluidos son las
superficiales y las masicas, en aquellas por ejemplo en las que hay desplazamiento de capas del fluido por
conveccién no serdn tenidas en cuenta debido a que la

temperatura es constante. | p+ PV gz
& 2 op dz
_ 7( +§7ded
_ Z
I:Superficieles + l:Mélsicas =ma l
Consideremos un elemento de fluido en forma primatica y
— . ., op dx
nuestro objetivo serd obtener la presidn en su centro para ello (p,%%};}m S *[p+a 5 dedz
ope . 7. . 4 LY X
utilizaremos la herramienta matemadtica vista en Andlisis / .
Matematico, recordando que la, desconocida la funcién vy
sabiendo su valor en un punto podemos aproximarla a través de )
. . . . o }
un polinomio de Taylor, esto se generaliza como Series [p—ff}dxdy (pfgipd?}]dxdz
1z i

Numéricas para funciones de dos y tres variable, pero en
principio, para una funcion escalar el polinomio se calcula:

_ 2 _ n n fk
£ =f  + L (x=x)+ " (x=x) X°)+ ...... + '« (%) _ ba) (% — x, )¢
000 = T * Tl (X =20)+ 15 o T T AT %)
Parael eje X—X:
opd op dx
—— — |dydz +| p—— — |dydz = pdxdydza
[paxjy [paxz)y pdxdydza,
6pd

dydz = pdxdydza,

» dxdydz = pdxdydza,

op
o = pa,

Paraeleje y—V:

op dy op dy
dxdz +| p———= |dxdz = pdxdydza
(p oy zj (p oy ZJ pOayzR,

op dy
2— — dxdz = pdxdydza
oy 2 pdxdydza,

25 dxdydz = pdxdydza,
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op
_ 5 — pay
Paraeleje z—7z:
[ p— » %jdxdy +( p— P» gjdxdy + pgdxdydz = pdxdydza,
oz 2 oz 2
— 2? d_zz dxdy + pgdxdydz = pdxdydza,
Z
op
>, dxdydz + pgdxdydz = pdxdydza,
Z
op
-t ,Dg = paz
oz
Sumando los tres términos:
dp  op_ p
| —+—+— |+pg=pa +
05,2 g

La ultima expresidon se conoce como ecuacién fundamental de la hidrostatica, y al ser de caracter vectorial admite un
analisis tridimensional, por lo cual la proxima clase veremos Fluidos en reposo, fluidos con movimiento rectilineo, y
movimiento curvilineo uniforme.
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Presion en un Punto

Cuando deducimos la ecuacién fundamental de la hidrostatica para el caso particular de un fluido en reposo,
partimos de un cubo elemental de fluido es decir un prisma. Finalmente llegamos a la conclusién de que la presidn
en el eje zera:

Poy=7xh
Ademas de que:
P_P_,
ox oy

Es decir que las presiones en el punto existen para ambos ejes pero no hay variaciones en el eje x e y. Pero no

encontramos en nuestro proceso deductivo cuanto vale P,o P, .

A nuestro cubo elemental de
fluido lo cortaremos con un
angulo de inclinacion  asin y

ninguna limitacion a fin de P 8“
obtener las siguientes relaciones
trigonométricas: —

Peso del elemento:

dy dx

senq =— cosa =— i _dW=pg(: AxAz) ’
: T Anchura perpendicular al papel
dx
X
O '
El diferencial volumen se toma en
forma de cuna, es decir un Py

tetraedro, porque los elementos diferenciales de volumen se toman de acuerdo a lo que se esté buscando.
Al ser un fluido en reposo las fuerzas superficiales son normales, por definicion.
Estamos considerando un fluido real, no uno ideal el fluido tiene viscosidad solo que esta en reposo.

Aplicaremos la segunda ley de Newton para fluidos en reposo:

> F,=0—Pdy - Pdssena =0

dey—Pdsﬂ:0—> P, =P
ds

D F,=0- Pydx—Pdscos(x—;/Mzo
2

P, dx — Pds? - ;/dx—zdy =0—>P, =P+ }/d—zy Cuando el dy tiende a cero entonces: P, = P
S
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La presién P esta definida sobre un angulo o que no tiene ninguna limitacidn. Por lo tanto ces igual a una presién

P normal en cualquier direccidn y esta es igual a P, . Concluimos que la presién sobre una particula se distribuye en

forma independiente, finamente la presidn en una particula es la misma para cualquier direccién. La presion
hidrostatica se transmite en todas las direcciones.
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Superficies Equipotenciales

Supongamos que tenemos una presion P = P(X ,)€s decir un campo de presiones el diferencial de volumen total sera

oP oP oP
igual a dP = —dx + —dy + — dz no depende del tiempo porque estd en estado estacionario, esta en reposo.
OoX oy 0z
Volveremos a nuestro analisis de nuestro cubo
7 elemental de fluido:
Si analizamos el cubo en el eje x-x:
X
F=F+Fn =ma
y
oP
Pdydz —| P + v dydz + pgdxdydz =0
oP Y arbitrariamente decidimos que tenemos una
pP——» <« P +—adx |dydz ) B ) _ _
OX atmdsfera con aceleracion gravitatoria en el eje

”

x”. No estamos interesados en obtener la funcién

P= P(X 2) ; . . .
2), por esa razén el punto se coloca en una de las caras del cubo y no en el centro como si lo hicimos

dx
anteriormente. Es decir en este caso no se tendra una variacion incremental = —

Si aplicamos distributiva:

Eje X—X:

Pdydz — (P + % dxjdydz + pgdxdydz =0
oP
Pdydz — Pdydz —a—dxdydz + pgdxdydz =0
X

oP
P—P—-—dx+ pgdx=0
ox oy

ok _
x Px
Multiplicando ambos miembros por dX:
@dx = p, dx
OX
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Eje y—V:

Pdxdz — (P + % dy]dxdz + pgdxdydz =0
oP
Pdxdz — Pdxdz —dedydz + pgdxdydz =0

oP
P-P——dy+pgdy =0
oy

8_P =p
ay y
Multiplicando ambos miembros por dy :
oP
—dy=p,dy

Eje z—2Z:

Pdxdy — [P + Z—P dzjdxdy + pgdxdydz =0
z
oP
Pdxdy — Pdxdy — e dxdydz + pgdxdydz =0
z

P—P—a—sz+pgdz=0
oz

P _
o P;
Multiplicando ambos miembros por dz :
oP
—dz=p,dz
pe P;
Sumando los términos anteriores:
oP oP oP
—dx+—dy+—dz = p dx+ p dy + p,dz
x oy y pe Px pyay +p,
Sabiendo que:
P

dx+Edy+@dz =dP
OX oy oz
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Los vectores X, Y, Z son los componentes de fuerza para cada uno de los ejes.

p,0X+ p dy + p,dz = p(XdX + ydy + Zdz) Expresando al densidad en funcién de la posicion.
ar = xdx + ydy + zdz
P

Si consideramos dos puntos a—b cuya trayectoria estd dada por dl y sobre una particula dada actda una fuerza F
.El trabajo T queda definido por el producto escalar entre ambos:

dT = Fdl = xdx + ydy +zdz=0
Cada componente por su direccion.

Asociado a un campo de presiones P = P(X'Z) hay un campo de trabajoT = T(x,y,z)

Por definicién de superficies equipotenciales los puntos sobre la misma deben ser iguales. Por lo tanto el trabajo

debe ser constanteT =T, , ,) =0

Sl imponemos:

X=y=0—2zdz=0— z# 0 — dz =0No hay variacién de la componente en la superficie equipotencial.

Las superficies equipotenciales estan a una altura Z constante. Si tenemos un fluido en reposo la superficie libre de
liguido debe ser horizontal. Es decir si las Unicas fuerzas que existen son las fuerzas masicas no pueden ejercer
trabajo sobre la superficie equipotencial. De otra manera no todas las particulas van a realizar igual trabajo, que
rompe el concepto al que habiamos llegado, es decir si la superficie libre no fuera horizontal existirian particulas con
una aceleracién gravitatoria con la capacidad de realizar trabajo diferente. Finalmente la superficie equipotencial
debe estar a 90 grados de la resultante de la fuerzas.

Lo que buscamos con este analisis es conocer cudl era la forma de la superficie equipotencial.
Cualquier punto ubicado sobre la superficie horizontal debe tener la misma capacidad de hacer trabajo.
Las superficies paralelas a una superficie equipotencial, son equipotenciales.

Las herramientas matematicas se usan en funcién del problema que se tiene.

Empuje sobre una compuerta

Minuto 30:28
Cudnto vale el espesor de la pared para que resista el diagrama de presiones.

La compuerta es completamente rigida no se deforma, la presidn actua en su baricentro.

dE = hdQ
[dE =sh[do
E =hQ
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dE = PdA = PBdh
dE = »hBdh

E h
[ dE = ;B[ hdh
0 0

h2
E=/B~

h
E =3B
M8
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1° Caso. Fluido en Reposo.

Consideremos un recipiente lleno de fluido completamente en reposo, dentro del mismo ubicamos una particula a
una altura Z del fondo y una altura hde la parte superior siendo H la altura desde la base del recipiente a la
superficie libre, es decir H =h+1z.

La ecuacidn fundamental de la hidrostdtica vista la clase pasada queda:
—V p +m = 0

Vamos a analizar la ecuacién para cada uno de los ejes:

0 0
Paraeleje X—X — _8_p +09,=0—> _8_p =0 No tenemos gradiente de presidn respecto al eje X.
X X
. op op . . .
Paraeleje y—y — —5 +p9, = 0 — —— =0 No tenemos gradiente de presion respecto al eje Y .
op op

Paraeleje z—7Z — _6_ -9, = 0— _6_ +09,= OEn este caso existe gradiente de presion respecto al eje Z .
Z Z

Podemos expresar la ultima expresion en términos de diferenciales:

dp
- =0
a4z A9,
dp =—p0g,dz

Integrando:

J'dpz—pgzj.dz+c

C= p_szZ
siz=H >P=P,,
C:Patm_mzH

Reemplazando:
P =P —pg,(H-2)
P= I:)atm _pgzh

Donde h se denomina carga hidraulica.
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2° Caso. Movimiento rectilineo Uniforme.

Las particulas se mueven a la velocidad de la camioneta a, ahora bien si tuviéramos una aceleraciéon compuesta

como por ejemplo la del avidén esta tendria componente horizontal y vertical. Volvemos a nuestro cubo elemental de
fluido y en este caso estamos interesados en conocer la funcién por esa razén ubicamos nuevamente el punto de

interés en el centro del cubo. Z
a
aZ
Z X
aX
R, y
(p _@dxjdydz —(P +dejdydz
OX OX
e —— P -«
P =P

—

F=F,,+Fn =ma

Para el eje X—X:

OP dx OP dx
P—-—— |dydz —| P+ —— |dydz = pdxdyd
( 8Xijz (+8X2jyz pdxdydza,

OP dx OP dx
Pdydz — — —dydz — Pdydz — —
y ox 2 Y Y

—dydz = pdxdydza
X 2 Y/ odxdy

X

OP dx OP dx
———dydz —— —dydz = pdxdydza
X 2 Y X 2 y pdxdydza,

OP dx
—2——dydz = pdxdydza
w2V pdxdydza,

P _

o = Pay

Multiplicando ambos miembros por dX:

—@dx:la dx
ox

9x

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afio: 2017

Péagina 14 de 112



U W UNCAUS

LNIVERSIDAD
. L. . . YT MNACIONAL DEL
Apuntes de Cdtedra: Mecdnica de los Fluidos e Hidraulica Dol Aol ‘ CHAZO ALSTRAL

Carrera: Ingenieria Industrial dol Nedeste
Paraeleje 2—2Z:

(P _P %jdxdy — [P + » %jdxdy — pg,dxdydz = pdxdydza,
oz 2 oz 2

Pdxdy — P dz dxdy — Pdxdy — op dz dxdy — pg,dxdydz = pdxdydza,
oz 2 oz 2

_ P2 iy~ P B2 dxdy — pg.dxdydz = pdxdydza,
oz 2 oz 2

— 22—'3% dxdy — pg,dxdydz = pdxdydza,
74

Multiplicando ambos miembros dz :

Si sumamos amabas expresiones:

—@dx—@dz =laxdx+y 1+ 2 |y
OX 0z g,

dP = y(i a, dx+ £1+ ijdz}
9« 9,

P= po =—f%dx—jg—:dz =y£giax de+(1+3—zjjdzJ

P Xo ) Xo Iy

z

P-P, =7[giax(x_xo)+[1+iJ(z_Z°)]

x g,
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Hacemos coincidir a nuestro eje de coordenadas con el punto de estudio P, coincidente con la superficie libre del
liquido, es asi quePy,=0 y ademdsP también estd sobre la superficie equipotencial. Por lo tanto

P,=0..P=P,,=0->x,=2,=0

1 a
0=y —a,(x)+|1+—+ |z
9« ) 92()

Despejamos Z para conocer la forma de la superficie acelerada:

7= = g:a 20,79, >2=—"—X
1+72 gz z gz+az
9, 9,

La forma de la superficie varia linealmente. Las superficies equipotenciales ahora son inclinadas.

La pregunta que surge es, cual deberia ser la altura del tanque de combustible para que al despegar el avidn, el
combustible no rebalse.

Si a, >>a, El combustible se deposita en la cara lateral del tanque.

Si @, >>a, El combustible se deposita en el fondo del tanque.
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3° Caso. Movimiento Circular Uniforme.

Repaso Movimiento Circular uniforme y no uniforme

a) Un punto se mueve una distancia As a b) El cambio correspondiente en velocidad y €) La aceleracion instantdnea
rapidez constante en una trayectoria circular  aceleracidén media H

Estos dos triangulos

Av

son similares.

En el movimiento circular

he /"
vy o= uniforme, la aceleracicn
\L‘\ R instantinea siempre apunta
/ ; cia el centro del cireulo
0 ‘, g ‘wll el centro del circulo.
I
|
1 o
i
1
Particula Jque s¢ mueve en un lazo En la figura a se muestra una particula gue se mueve con rapidez

vertical, como un carrito de montafia rusa.  constante en una trayectoria circular de radio R con centro O. La

con rapidez variable. A
particula se mueve de P1 a P2 en un tiempo ~t. El cambio vectorial en

Rapidez minima: aceleracidn radial minima,

. A ' .
aceleracién tangencial cero. la velocidad v se muestra en la figura b. Los dngulos rotulados A

Diisminucidn son iguales porque es perpendicular a la linea OP1 y es perpendicular
Aumento de de rapidez: a la linea OP2. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes. Los
rapidez: aceleracién 3 la ﬂ'—"—‘“'“l'-‘““_l cocientes de lados correspondientes de tridngulos semejantes son
tangencial en 3 {’ tangencial iguales, asi que:
la misma -., - i *‘["-'fﬁm
direccién % 7 S av.
R al = a e WA A A A
que T la"‘-" @l rad N —=— A, =V,—
B / rag frad : A R v R
: i
gl
P | @ A, _y A, 1
i V4 la| = ap, !
3 \ rad t R At
RS M e
i ; 3 i Av Vi As Vi
';\ a [ !_. ian an :—:——:—Vl
~o - A, RA, R
= e —
& 3 2
) g U
u ¥ a = 1
Rapidez maxima: aceleracién radial n R

maxima, aceleracidn tangencial cero. En el movimiento circular no uniforme también hay una componente
de aceleracion paralela a la velocidad instantanea.
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Paraeleje r—r:

(p _@gjde(r —d—zrjdz —(P +@d—2rjd0(r + dl’sz + 209 d7‘9drdz = —prd@rdze’r

oz 2 0z ?

29 d7‘9drdz ~0

(P —@gjde(r —d—zrjdz —(P +Z—P%jd6?(r +%)dz = —prd@drdze’r

o0z 2 Z
[Pde—@ﬂde}{rdz—ﬁdzj—[PdeJr@ﬁdej[rdz+£dzj=—prd6drd2a)2r
oz 2 2 oz 2 2
(Pda'dz—ﬁﬁdé?rdz—Pd@gdz+@£d6£dzJ—[Pd&dz+@£d&dz+Pd6£d2+@£d9£dzj=
oz 2 2 oz 2 2 oz 2 2 oz 2 2
= —prd@rdze’r

(—2@£dardz—zpdeﬂdzj:-prdedrdzwzr
oz 2 2
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- Z—Pdrd&dz — Pd@rdz | = —prdédrdze?
z

(—@dr — Pdr | = —prdre?
oz

Si existe una aceleracion es debida a la existencia de fuerzas, por lo tanto hay un A b

Las presiones en eje I —I tienen dos componentes a ambos lados del elemento de fluido las perpendiculares se
cancelas pero las paralelas se suman, lo que no tenemos es aceleracién tangencial por eso pueden sumarse las

dw
presiones. Es decira = E = 0.No hay movimiento relativo entre particulas. No tenemos aceleracién en el sentido

de 6.

Con respecto al eje Z—2Z no hay movimiento relativo por lo que es p = 7h, no hay aceleracion en el sentido vertical

Igualmente al caso anterior ubicamos nuestro sistema de ejes en la superficie libre de liquido.

Nuevamente despejamos Z para conocer la forma de la superficie.

Llegamos a la conclusidn que la superficie libre del liquido es una pardbola.

Si dibujamos la resultante de la aceleracién esta seria perpendicular a la superficie equipotencial hacia afuera.
Que altura debera tener un recipiente para que al rotar el liquido en su interior no rebalse.

Una de las particularidades que obtuvimos de este andlisis es que una particula por el solo hecho de estar rotando,
gana energia, lo que constituye el principio basico del funcionamiento de una bomba. La particula siempre ingresara
por el centro de forma axial y abandonara el rodete por la periferia.

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afo: 2017

Pagina 19 de 112



W UNCAUS
UNIVERSIDAD
‘ NACIONAL DEL
CHACZO AUSTRAL

Apuntes de Catedra: Mecanica de los Fluidos e Hidraulica B e
Carrera: Ingenieria Industrial dol Nedeste

Fluidos en movimiento

Existen tres formas para analizar los fendmenos a partir de un fluido. Uno de ellos es el andlisis integral en donde
aparecen propiedades medias. Otra es la forma diferencial que es la que utilizamos para el analisis de los distintos
casos de Newton y la deduccidn de la ecuacién fundamental de la hidrostatica, a partir de la cual obtenemos una
funcién. Y por ultimo veremos el andlisis adimensional. En mecanica de fluidos intervienen muchas variables y lo que
generalmente se hace es utilizar nUmeros adimensionales.

Las tres leyes basicas que vamos a analizar son las siguientes

Conservacion de la masa: m
Conservacion de la cantidad de movimiento: P =mv

Conservacién del momento angular: M = Rxmv

Definimos a la propiedad intensiva como la propiedad extensiva por unidad de masa:

n=—
m

Dividiendo las ecuaciones anteriores por la masa tendremos:

L m
Conservaciéon de lamasa: — =1

m
- : o —_P_mv_-
Conservacion de la cantidad de movimiento: p=—=—=V
m m
. ) — M Rxmv = -
Conservacion del momento lineal: M= —=——=RxV
m m
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Analisis Integral

Consideremos un sistema termodinamico definido por:

En el sistema t — 1+ 2 esté definido por los volimenes 1y 2

Sistema

en el instante ¢+ dt = g

=" n, Vector unitario
normal a d4
hacia el exterior

Sistema en el

Para t + At — 2+ 3estara definido por los volimenes 2y 3 instante

Si el sistema es abierto las propiedades que estamos

Volumen de control fijo
vC

analizando pueden atravesar la frontera, si fuera cerrado no
es posible.

Supérﬂcie

Para nosotros los sistemas seran abiertos, intentaremos . vecorumimo \— de control
. normal a d.-; ‘."‘ fija arbitraria
deducir que le ocurre a la masa una vez afectada por las  Beciaclestedor —_ s¢
/ T — T
propiedades que se estan analizando. Por ejemplo una / ‘ /
V= Vo Ay, 088 dt V= i’1 dlémn ;05 6o 4t
=Vendddr

seccion de tuberia que le ocurre a nuestro sistema cuando el =-Venddds
fluido interior se desplaza.

Esto se conoce como andlisis Lagrangiano, utilizaremos este método para comenzar el estudio y posteriormente
pasaremos a Euler.

Los analisis basados en LaGrange son utilizados en mecanica estructural, estatica y resistencia de los materiales. Por
ejemplo una viga simplemente apoyada sometida a la accidon de una carga puntual o distribuida, originando un
momento flector, la parte superior se comprime y la inferior se expande, ademds si tomamos una seccién transversal
“alma llena” por hipétesis simplificativa de Navier dentro del régimen eldstico la seccién se mantiene sobre el mismo
plano, sino deberia analizarse un caso de segundo orden. Si una parte de la viga se alarga y la otra se acorta hay un
punto que no sera sujeto de deformaciones conocido como eje neutro. Dicho punto se toma como referencia. Una
vez aplicada la carga se mide el desplazamiento del punto, conocido como flecha, pudiendo obtener todas las
deformaciones que sufre la seccidn transversal. “Todo se hizo conociendo un punto”.

En mecanica de sdlidos las tensiones tangenciales se analizan por medio de deformaciones angulares. En fluidos
analizamos las tensiones tangenciales por medio de la velocidad de deformacién. En un fluido no es posible (no
interesa) la deformacién de la masa liquida, interesan otras cuestiones. Las fuerzas de cohesion en un sélido son
elevadas por ello las particulas se mantienen en su ubicacidn y alcanza con analizar un Unico punto, en los fluidos
estas fuerzas son muy débiles, por consiguiente las particulas se cruzan y deberian plantearse ecuaciones para cada
punto de acuerdo a las respectivas trayectorias que siguen. Para cada una de estas ecuaciones deberian resolverse
ecuaciones diferenciales en forma permanente y simultanea.

A partir de lo que el alumno conoce de cursos anteriores construiremos conocimiento nuevo. Una vez hecho el
camino abandonaremos LaGrange y pasaremos a un volumen de control. Volumen de control fijo. Manteniendo la
igualdad como si estuviéramos siguiendo la masa, vamos a plantear lo que sucede en una porcion fija.

En un sistema, la variacion de una propiedad cualquiera respecto al tiempo se expresa como sigue:

DN

D — sistema

D

t

Conocida como derivada material D porque sigue la materia. No debe confundirse con un deferencial total que se
estudia en un espacio funcional, en nuestro caso estamos siguiendo la materia.
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La letra Ngom PUede ser masa M, cantidad de movimiento P o bien conservacion de la cantidad de movimiento

M.

Recordando las definiciones vistas en analisis matematico:

N sistema (t + At) —-N sistema (t)
At—0 At

D= Lim

[N, (t+At) + N, (t + At) |- N, (t) + N, (t)

D= Limm—>0 At

Sumando vy restando N, (t + At) la ecuacién no se altera:

[N, (t+At) + N, (t+ At) |- N, (t) + N, (t)
At

D = Lim

+ N, (t+At) — N, (t + At)

At—0

[N, (t + At) + N, (t + At) |- N, (t) + N, (t) .
At

[N, (t+ At) — N, (t + At)]
At

D =Lim Lim

At—0 At—0

Hasta el momento seguimos manteniendo una definicion lagrangiana.

Consideremos el codo de una tuberia dada por la imagen tomada de "Tratado simplificado de termodinamica" Baers
Hans Pag. 91.

L
IR

J/lw‘é/'///-e

; gbrerts »

g /%
0] o 7

En la figura tomaremos a nuestro volumen de control coincidente con Am, y vemos sus tres estados antes de

penetrar, en un estado intermedio y finalmente al abandonar el sistema de control. Podemos decir que en un
tiempo Tla masa no ingresa al sistema para t+ Atparte de masa permanece en el volumen y otra lo estd
abandonando. Ademas en un tiempo t + At sale una porcidon de masa pero ingresa otra ya que estamos en un medio

continuo. Vamos a considerar un volumen V;,V, yV,.

Analizaremos las variaciones dentro del volumen de control fijo.

N, (t + At) Volumen de la masa que estd ingresando en un tiempo t+ At .
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N, (t + At) Volumen de la masa que ingres6 en un tiempo t+At.
N, (t) A N, (t) Volumenes de las masas originales dentro del volumen de control.

Podemos realizar la siguiente simplificacion:

Ny (t+At) = Ny (1)
At—0 At

[NS(t+At) = N, (t + At)]
At

D =Lim

}Euler +Lim, ., }Sistema

El primer término es lo que estd sucediendo del lado fijo por lo cual dejamos de hablar del sistema y tomamos un
volumen de control con lo que el analisis es a partir de Euler, la segunda parte sigue siendo el sistema.

La primera parte, por definicidn, puede expresarse en términos de diferenciales totales:

o MNe [N5(t+At) — N, (t + At)]

ot ALSO A }Sistema

Ya no es mas una derivada material, porque estamos dentro de un espacio, no estamos siguiendo la materia lo
restringimos a un espacio.

Ahora nos ocuparemos del segundo término que estd fuera del volumen de control, intentaremos retrotraer la masa
N, (t + At) al volumen de control.

El volumen que ingresa a la masa de control esta dado por la velocidadV y el tiempo At por el area nes el versor

que define a la superficie 1y ademas de un diferencial del area dA, siempre dirigido hacia afuera.
dV, =—-AtvndA
Este producto escalar es negativo.
Ahora bien el volumen que salié del volumen de control es:
dV, = AtvndA,
Estamos calculando volumen no a partir de seguir la masa, sino conociendo la superficie del volumen de control.

Intentaremos hacer la similitud en términos de propiedades para seguir con nuestro analisis anterior:

N, (t+At) = - [ oAtndA
Al

N, (t + At) = j npAtvndA,

A3

Al sistema lo estamos expresando en funcidn de una superficie asociado al volumen de control.

J-npAtvndA3 + J. npAtvndA
D= —d'ztvc +Lim,,_, == ~

At—0

At

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afo: 2017

Pagina 23 de 112



W UNCAUS

LNIVERSIDAD
. L. . . YT ACIONAL DEL
Apuntes de Cdtedra: Mecdnica de los Fluidos e Hidraulica B i Yt v CHACO ALSTRAL
Carrera: Ingenieria Industrial del N erdest
dN
D=—Y+ IUPVHdAs - J-77,0Vnd'°1
dt A3 Al

dN
D=—Y 4 vndA, + vnd
- inp A, !177/3 A

ey [oun(an, - aa)
dt SupC

dN
D=—YX+ |npvndA
dt SI”
upC

DN istema =£ J.dec i J.ﬂpvndA
Dt dt vC SupC

DN yra  d
sistema - mv + npvndA
RTINS R |

Logramos expresar las propiedades de un sistema “LaGrange” a un equivalente en base a volumen de control y
superficie de control “Euler”. Conocido como analisis integral

La primera integral representa la velocidad de cambio de la propiedad extensiva del volumen de control, este
término serd nulo en un flujo continuo, donde las propiedades del mismo no varian con el tiempo, proceso
estacionario.

La segunda integral representa el flujo de la propiedad extensiva, a través de la superficie de control. Cuando el
fluido no atraviesa la superficie de control este término es nulo.

Si tomamos un volumen de control de interés, por ejemplo un codo, porque el vector velocidad varia, debido a un
cambio de direccién. Si existen variaciones de velocidad existe una aceleracién y de ella se originan fuerzas, por lo
cual es un punto estratégico a la hora de disefiar una tuberia.

Las superficies de control deben elegirse adecuadamente, siempre por ellas deben pasar las propiedades que
estamos analizando, por ejemplo en un codo jamdas deberiamos elegir las paredes exteriores. La superficie de control
puede tomarse de forma arbitraria pero debe buscarse la simplificacién del problema no elevar su complejidad.

Segun McDonald & Fox se tienen las siguientes interpretaciones fisicas:

DN

% Es la relacién total del cambio de la propiedad extensiva arbitraria del sistema.

d
— jnpdV Es la relacién del cambio en el tiempo de la propiedad extensiva N dentro del volumen de control.
vC

J.IypvndAEs la relacion neta de flujo de la propiedad extensiva N hacia afuera de la superficie de control.
SupC
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Si suponemos que la masa del volumen de control vale uno:

DN,ra d
5|sema:_ Iajv_'_ Ia/dA
o Tal VL

Ahora bien si el proceso es estacionario:
d
— j pdV =0
dt vC

DN,
sistema _ Ip\/dA:O
[)t SupC

Si analizamos la superficie de control de un fluido incompresible la densidad es constante.

pJ.V-dA:O
SupC
jv-dAzo
SupC

Finalmente concluimos que la masa que ingresa al volumen de control es igual a la que egresa por principio de
conservacién de la masa.

Si nuestro volumen de control es un codo las superficies de control a analizar son aquellas en las que Unicamente
atraviesa el fluido, ademds deben tomarse de forma tal que el problema se simplifique no que éste se vuelva mas
complejo, nunca tomaremos las paredes exteriores o formando un dngulo con el eje de referencia.

Si tomamos como propiedad extensiva a la cantidad de movimiento, multiplicamos porVambos términos ya que
P=mv:

DP d
— =F_+F_=— [pvdv+ [pw-dA
Dt sup mas dtv‘[m J.fj‘/

SupC

La cantidad de movimiento es un vector porque tenemos masa por velocidad, una forma de ver que llegamos a un
resultado, al menos matematicamente correcto es analizando la consistencia de unidades vectoriales.

Llegamos a una suma de dos términos vinculados por un volumen de control. Pasamos de una deduccidn lagrangiana
a una Euleriana donde existe una variacién funcional espacial.

A modo de conclusion si quisiéramos medir la densidad humana de la universidad podriamos colocar sensores a
cada uno de los individuos y ver como es su comportamiento en las diferentes areas y determinar puntos de
conglomeracidn “LaGrange”, otra forma es tomar un recinto analizar cuantas personas ingresan al mismo tiempo por
ejemplo el hall y extender lo ocurrido a toda la universidad Euler, lo normal es que ingresen por la puerta por
ejemplo si ocurriera un incendio algunos se tiran por la ventana pero no es lo normal, lo que intentamos decir es que
la descripcion Euleriana nos permite tomar propiedad promedio y hacer proyecciones sobre el comportamiento
general del sistema.
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Analisis Diferencial

Vamos a plantear las ecuaciones de conservacién de la masa en forma diferencial.

DbP_
Dt

d

“j oV Sistema 1

dt J. V + J‘ dA VC en el instante + dt m::r]?;:i‘ Z"t
vC SupC - —

Sistema y
VC en el instante 7

Sea un volumen de control cubico de lados dx, dy,dz. La

densidad en el volumen de control es py la velocidad en dicho

punto es V=Ui+Vj+WKy un diferencial de 4rea I v
dA = dydzi + dxdzj + dxdyk . _.r'
.
Justificamos este andlisis diferencial de forma arbitraria debido '-
a que ocurre un fenédmeno que no podriamos comprender de \'\1
otra manera. Por ejemplo la lubricacién. Vamos a integrar un T M= (Vy =y dadt

analisis diferencial para encontrar las caracteristicas de Vo=V, *n)d A dt
escurrimiento de un flujo laminar; es decir vamos conocer el comportamiento del perfil de velocidades.

Si del volumen de control sale masa con la misma velocidad que ingresa el proceso es estacionario, supongamos que
esto no sucede y en un tiempo t+ At tendremos un volumen de control compuesto por liquido y aire es decir
heterogéneo. Por lo que nuestro volumen de control debera seguir a la superficie libre, en ese caso es interesante
conocer el tiempo en que se vacia nuestro volumen de control. No siempre contamos en la industria con procesos
estacionarios como por ejemplo las bombas centrifugas. Lo utilizamos Unicamente a modo de simplificacion.

d

— [pdv =0

dt
El termino anterior es nulo por ser un proceso estacionario, si no lo fuera existen angulos que varian respecto al
tiempo, no los veremos en nuestro estudio ya que requieren una mayor complejidad en los calculos.

Retomando nuestro analisis:

Dado un campo de velocidades y de densidad:
p=p(XY.2)
v=V(X,Y,2)

Dado un volumen de control prismatico de acuerdo a un sistema de referencia ortogonal x, y, z las propiedades que
se estan analizando dentro del volumen de control varian y se superponen punto a punto, para una coordenada
cualquiera tenemos un valor de velocidad y de densidad. Buscaremos la funcién espacial vectorial de
comportamiento del fendmeno en este caso de conservacion de la masa.

El punto que conocemos o de referencia es en el centro del diferencial volumen, de la nada no podemos generar
algo, como hicimos para la deduccién de la ecuacion fundamental de la hidrostatica.
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Planteando las series de Taylor para cada una de los campos:

Op dx ). op dy ).
Pc =(p+—p—jl +(,0+ L
Haremos los productos de las propiedades:
th " Plizg
Vic * Pdc

o (a2 oy [ _avay), (, awa\ | [( epda) ( endy) ( o
b 2 =[-8 v 20 (- L (- 2 (- 2 Y- 22 |

Para una sola componente:

ou dx op dx ).
Viggl - p,qudydz—(u—&?jl (p—&p?jldydz

. . Op dx ou dx ou dx dp dx
V. i+ p..idydz = updydz —u——dydz — p ——dd — — = —dydz
izl * Pizg1dY ody o g WUZ—p— —dydz+— -y

Para una sola componente:

—Vy ipgidydz = —(u +aUdXJi -(p+6’0dzxjidydz

oX 2 OX
. . op dx ou dx ou dx dp dx
—v._i-p. idydz = —updydz —u—— d dz — p——dydz —— ———dydz
izl * PizgdY ody ydz = p— —-dydz - — —— —-dy
Sumando ambos casos:
jpudAx —2U— % OIXdydz—2 @%dydz
oX 2 oX 2

SupC

op ou
dAx—u—dxd dz + —dxd dz
[ o vz + p=dxdy

SupC
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Un analisis para todas las componentes obtenemos:

op ou op ov op ow
dA=u-—-L-dxdydz + p— dxdydz + v——dxdydz + p — dxdydzu + w—— dxdydz + p— dxdydz
[ g DXz + p ez v ddyez + p iy — - ddydz + p—dxcly

SupC

J-p\/dAz

SupC

ua—p+p@+va—p+p@+wa—p+p@ dxdydz
OX OX 0z

oy

Como es la derivada de un producto

[ pvan= [a“p L, wp ]dxdydz
supC ox oy o

IpvdAz §pvdv

SupC
Lo que hicimos es analizar superficies de control a la izquierda y a la derecha del punto.

Si el proceso no fuera estacionario existe variacion respecto del tiempo:

Dm d = d
— = dA+ — pdxdydz = VpvdV + — pdxdydz =0
= Sujp,COV 5 Paxdydz = VudV - pdxdy
Dm = d
—=VovdV+—pdV =0
pr VAV e A
Dm = d
—=VovdV +— pdV =0
Dt N dt'od

Los elementos de fluido es decir el volumen e control puede ser pequefio pero no puede ser nulo

Dm do
M _Vwv+ 2o
Dt

Si el proceso es estacionario la densidad permanece constante

d _y
dt

Nos quedaria el principio de conservacidon de masa igualado a cero:
Vov=0

Si ademas decimos que es un fluido incompresible la densidad no varia espacialmente:

—

W=0

Lo que define al principio de conservacién de la masa de un flujo estacionario incompresible.
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En un analisis integral se pierde informacién, ya que es un andlisis promedio. En general se analizan las propiedades

de contorno como en el ejemplo de codo en una tuberia que sucede cuando el fluido hace contacto con la superficie,
como hacemos para contener las fuerzas.

Veremos un caso sencillo en el cual evidenciamos la necesidad del analisis diferencial en el principio de conservacién
de la masa.

Supongamos el curso de un rio que tiene un nivel preestablecido y desea hacerse una compuerta, pero en un
determinado lugar no se puede superar determinada velocidad porque, de contrario, se soplan las vadlvulas, cual es la
minima a la que se puede llevar la apertura de la compuerta para que no ocurra. Lo primero es dividir al volumen de
control en las superficies de interés Sup 1, Sup 2, Sup 3, Sup 4 y Sup 5 finalmente aplicamos el principio de
conservacién de la masa, como la densidad permanece constante:

jvdA:o

SupC

Supongamos que inicialmente antes de abrir la compuerta hicimos un relevamiento y tomamos los niveles de altura
y velocidad V, que representa la velocidad promedio de todas las particulas que ingresan a la superficie, aunque

sabemos que las particulas, cada una de ellas tienen distinta velocidad, pero suponemos que sobre la superficie
tienen una velocidad promedio.

Vamos a tomar una profundidad unitaria € =1por lo tanto la superficie de ingreso ser3 hle = hl
Las superficies por las que no atraviesa flujo el vector velocidad serd nulo por lo tanto tendremos:
—-v;h, +v,h, =0

Si despejamos:

Podemos probar distintas alturas de h,y cuando supera la velocidad de socavacién V, podemos fijar la altura seguin

nuestra hipdtesis. Mas de esa altura no puede construirse porque se excede la velocidad limite. Todo a partir de un
analisis integral.

Si quisiéramos plantear el problema de forma diferencial para un fluido incompresible tenemos:

eV::O
ou ou ou
—+—+—=0
oXx oy oz

Como estamos hablando uUnicamente de un fluido unidimensional sobre el eje x, varia la componente de U
Unicamente:
ou
—
OX

0
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Es decir hay una variacion de la velocidad respecto al eje x pero no puede igualarse a cero no hay una componente

perpendicular a la hoja es decir eje z porque es un escurrimiento unidimensional por lo que no se estaria cumpliendo
el principio de conservacion de la masa.

Debemos incluir la variacion de U respecto al eje y para que se anulen:

ou ou
+ — =

ox oy

0

En este caso nos estd diciendo que el escurrimiento no puede ser unidimensional tenemos una componente sobre el
eje x y otra sobre el eje y. Es bidimensional, hay escurrimiento sobre el eje de las ies, de lo contrario no se cumple el
principio de conservacion de la masa.

Cuando tenemos un analisis diferencial aumenta la cantidad de informacién. En un andlisis integral perdemos
informacion.

A modo didactico si se analiza el recorrido de una hormiga al hormiguero de acuerdo al andlisis integral basicamente
se aprecia la hormiga transportando comida desde un punto hacia el agujero, ahora si observamos la hormiga a
través de una lupa veremos distintas actividades llevadas a cabo en el camino a casa por parte de la hormiga.
Siempre hablamos del mismo fendmeno desde puntos de vista diferentes.
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Cantidad de movimiento Analisis Diferencial

De acuerdo a lo visto anteriormente realizaremos el analisis diferencial para la cantidad de movimiento, tema clave
para comprender en un futuro el fendmeno de lubricacién:

Comenzaremos nuestro andlisis con la segunda ley de Newton:
= - dv
F=ma=m—

Las fuerzas que vamos a considerar como hasta el momento seran superficiales y masicas.

Como en este caso las particulas tienen distintas velocidades ademds de las fuerzas normales aparecerdn las
tensiones tangenciales.

Recordando que adquirimos cierta destreza en las deducciones hechas para la ecuacién fundamental de la
hidrostatica podremos abordar este asunto.

Para el analisis de las presiones no tendremos problemas mayores, lo que no conocemos es como expresar la
variacién de velocidad que estard dada para cada una de sus componentes. Hasta el momento lo Unico que vimos

con aceleracién fue movimiento uniformemente acelerado donde teniamos a,y a,ya que no habia movimiento

relativo entre particulas. Pero describir en forma Euleriana la variacién de velocidad respecto de los ejes aun no lo
vimos. Nuevamente pasaremos de LaGrange a Euler.

Recordando la definicidon de derivada vectorial:

4 v A T
] ri{t+ h)— rir)
rit+h)—rt) T h

(a) Vector secante (b) Vector tangente

dr , . rlt+ h) —rip)
—=r{t)=lim——
dt h—0

Consideremos un campo de velocidades en forma general:

v=V(X,Y,2)
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La recta secante estard dada por:

VP(t+At) Vp(t)

Para el punto Py en el tiempo t la velocidad estara dada por:
Vo = v(x,y,z,t)
Para el punto Qy en el tiempo t la velocidad estara dada por:

Vv )=v(x+Ax,y+Ay,z+Az,t+At)

P (t+At

Si aplicamos el diferencial total del vector velocidad vV, tendriamos:

o, o, o, o,
dv, = dx + dy + dz + dt
OX oy oz ot

Si ahora buscamos la variacién de la velocidad respecto del tiempo:

. _dvp_avp%+avpﬂ+avp$+avp$
P dt ox dt oy dt oz dt ot dt

Las variaciones espaciales respecto del tiempo son las componentes de la velocidad para cada uno de los ejes:

oV ov ov ov

p

Si quisiéramos expresarlo en forma mas comprimida tenemos:

> —

avp
a, =—+V-Vv
ot

Los vectores U,Vy Wson los componentes de la velocidad aplicados a cada uno de los ejes x, y, z. el segundo

termino se lee V escalar V (nabla) aplicadoa V.

Podemos descomponer la aceleraciéon para cada uno de los ejes, variacion espacial de la velocidad y también
respecto al tiempo

ou ou ou ou
a,=—+—U+—V+—W
ot oX oy 0z
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A continuacién estamos en condiciones describir en forma diferencial las fuerzas superficiales y mdsicas asi como la

aceleraciéon. Pasamos de una derivada material a expresiones en torno a los ejes coordenados.

Dv_ov - -
a,=—=—+V-Vv
Dt ot

- —

ov
El primer término E se conoce como aceleracion local y el segundo V- VV como aceleracion convectiva.

La suma de ambos términos representa la ecuacién de transporte de Reynolds.

La ecuacidn puede plantearse para cualquier propiedad por ejemplo la temperatura:

=L =TT T
Dt

Sl tomaramos un cigarro y lo encendiéramos existe una variaciéon de temperatura entre la punta del cigarro y una
particula circundante. Dado un volumen de control por ejemplo el aula y consideramos que tenemos pulmones
infinitos podriamos afirmar que al cabo de un tiempo el salén tomara la temperatura del cigarro. Es mas probable
gue nos muéranos de cancer antes, pero eso es otra historia. Un fluido aln estatico, propaga la variacién de
temperatura por la viscosidad que tiene. Podemos acelerar el proceso de transferencia colocando forzadores de
viento, es decir si agregamos una variacion espacial a la temperatura se hace un proceso mas rapido.

Lo que nos dice la ecuacion de transporte es que la madre naturaleza intenta llevar al equilibrio los estados, y esto
refiere a la uniformidad de las propiedades que estamos analizando. Todo fendmeno que se genera tiende a
propagarse buscando un estado de equilibrio.
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Rotacion de un fluido

Antes de comenzar el estudio propio de la Mecanica de fluidos, como ser, adentrarnos en las ecuaciones de Navier-
Stokes, para no perder de vista el fendmeno, con tantas derivadas parciales veremos la rotacién de un fluido.

La expresidn: % dy dt
N

Dv v - =
a,=—=—+V-Vv
Dt ot

La expresién anterior nos dice que dentro de un Time: 1 + dt

campo de velocidades existe un vector velocidad para
cada particula por lo que hay una variacidn espacial.

Line 2
Ao
Nuestra premisa es que efecto puede producir L du

dx + e dx dt -

nuestro campo de velocidad a un cuerpo por ejemplo Time ¢
un “copo de algoddn”, muy simple principio de
superposicion de efectos. En principio todas las

velocidades son iguales. El algodén puede trasladarse
como un sdlido, puede rotar como un sdlido o bien
puede deformase, o pueden ocurrir los tres casos
simultaneamente.

Supongamos Unicamente que la particula rota como
un sélido. El punto A pasa a A’ y B pasa a B’. Los segmentos A-A’ y B-B’ no son iguales porque nadie dice que es un
diferencial volumen cuadrado.

Se define el vector rotacion:
o=owi+o,j+ok
o, Vector velocidad que esta rotando en el plano yz

@, Vector velocidad que estd rotando en el plano Xz

, Vector velocidad que esta rotando en el plano Xy

Se define cada vector velocidad como el promedio de las velocidades angulares de dos rectas mutuamente
perpendiculares que pasan por el centro de la particula.

Si el cuerpo rotd y adoptamos como convencidn positiva en el sentido antihorario. Para que A pase a A’ la
componente vertical en O tiene que ser mayor a la horizontal en A, de lo contrario, si fueran iguales rota como un
rigido.

Si aplicamos serie de Taylor al segmento O-A tenemos:

ov
V, =V, +&Ax
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También podemos aclarar que @ es el dngulo barrido por unidad de tiempo.

Aa
o, =—
At
A
a)y = _’B
At
A
0, =22
At

Como en Mecanica de fluidos llevamos a los angulos a unidades trigonométricas o primarias:

An

. Aa . AX . 1 An
oy = LImAteO A_t = LImy+Ay»0 Tt = Li y+Ay—0 E?t

A ov
/A — AX Es el desplazamiento realizado por el punto A en exceso desde A a A’'.
At 0OX
Por lo tanto:

. 1 ov

Lim,, ,, ——AX
AX
Oy =Wp =

Si aplicamos serie de Taylor al segmento O-A tenemos:

La velocidad en el punto B tiene que ser menor a la del punto O de otra forma se moveria como un rigido, si

hacemos el mismo analisis:

E
1 Ac¢

A8 Y Lim,, o —28
X+Ax—0 Ay At

w, = LimAt—»o ?t = Limx+Ax—>O Tt =

Ae ou
E = — AY Es el desplazamiento realizado por el punto A en exceso desde O a B.
Por lo tanto:
. 1 ou
LImA’[HO __Ay
Ay oy
ou
O, = Wyg =———
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Por lo tanto o, es el promedio de dichas velocidades:

@, = (O)OA+(OOB)
_dfov_ouy

to2lox oy
1({ow ov

o,==|—-—
2[8)/ azj

Recordando nuestro analisis inicial:

— 1{ow ov). 1[6u avvj 1(ov ou
o==—|—-—li+=| —— |j+=| ——— K
2\ oy oz 2\ 0z 0oX 2\ 0x oy

o= 1Vxy
2
i j Kk
vxy_| 2 90 9
oXx oy oz
u \ W

El término anterior se conoce como rotor de velocidad % x\7 .
A partir de este punto tenemos una distorsidn angular.

y=a+p
A medida que o crece [ disminuye.

La relacidn de deformacion angular del elemento del fluido es la relacidon de deformacion del angulo entre las lineas

0A y 0B. La relacién estd dada por:

_dy _da dB
dt dt dt

Es negativo porque a medida que « crece [ disminuye.

Recordando las definiciones previas, la deformacién angular en el plano x-y es:

_dy _dv du
dt  dx dy
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Cual es la interpretacion fisica de este fendmeno, supongamos un campo de velocidad en el plano x-y , con su

diferencial volumen dV = dxdydz ademas existe una masa de un fluido que lo atraviesa, la velocidad varia para
cada punto del campo. Por algin método levantamos e introducimos nuestro copo de algoddn dentro del campo.
Dependiendo de las caracteristicas del campo de velocidad, puede rotar como un rigido, puede distorsionarse o
puede sufrir un efecto de traccion compresién, o bien todo simultdneamente.

. . ou ov ow . L o .
Las derivadas parciales —......, —......,— ......., permiten la rotacién como un rigido, si ademas se suman o restan

OX oy OX

producen distorsiones angulares.

De acuerdo a la combinacion de estas derivadas parciales que definen las caracteristicas del campo de velocidad
creado por la naturaleza, el copo de algoddn rota o se traslada como un rigido, se distorsiona o sufre un efecto de
traccidon compresion.

El copo de algoddn desarrolla su trayectoria de acuerdo a las caracteristicas impuestas por el campo de velocidades,
apareciendo asi las tensiones tangenciales y normales sobre el mismo.

El campo de velocidades en principio existe, mds adelante veremos que las variaciones espaciales de velocidades son
producidas por una bomba.

El problema principal que vamos a tener en la siguiente clase surgird al plantear la segunda ley de Newton,
tendremos 9 vectores velocidad y 3 componentes de la aceleracidn, en definitiva tendremos 12 incégnitas, vamos a
intentar reducir estas incégnitas vinculando ecuaciones con otras lo que se conoce como Ecuaciones Constitutivas,
para finalmente llegar a la ecuaciéon madre de la mecanica de fluidos que se conoce como Ecuacién de Navier-Stokes.
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Ecuacion de Navier-Stokes

Vamos a realizar el andlisis diferencial para una de las direcciones de las fuerzas superficiales en nuestro caso el eje
de las x; por analogia las restantes ocurren lo mismo.

Vemos las tensiones normales sobre el eje de las x y las tensiones Oy
tangenciales que van a tener proyecciones sobre el eje de las x,
estas Ultimas tienen lugar detras del prisma sobre la hoja y saliente T/ {n
al prisma - To
En el centro del cubo conocemos las fuerzas superficiales es decir 4
= Oyy
, , or,, dx _ 7.
detras del prisma tendremost,, — — vy delante del prisma - T
2 Xz
|
TZX dX Oz
tenemos 7, + ———
ox 2
Otro lugar donde tenemos esfuerzos tangenciales es sobre el :
or., d or,, d
prisma 7, +—yx—yy debajo del prisma 7, ——yx—y.
2 oy 2

Sobre el prisma deberia dibujarse las demads tensiones tangenciales, debido a la complejidad solo lo haremos para el
eje x.

A diferencia de los las fuerzas superficiales hasta el momento por ejemplo aquellas debida exclusivamente a la
presion que venimos dibujando con sentido entrante a la superficie. Por convencién dibujaremos las tensiones
superficiales positivas salientes a la superficie, la convencidn objetiva define a una tension es positiva cuando los dos
indices son positivos o los dos indices son negativos.

Por ejemplo una tensién cualquiera es positiva cuando los subindices 1 >0y j > 0o bieni <0y j<O0el primer

subindice hace alusién a la superficie del vector y el segundo a la direccién del vector. Para que sea positivo la
superficie debe estar definida por un versor proyectado sobre un eje positivo y la direccidon positiva o bien la
superficie debe estar definida por un versor proyectado sobre un eje negativo y la direccidn negativa.

Antes las tensiones normales eran debidas exclusivamente a la presidn sobre una superficie, y lo indicdbamos con la

letra P, ahora hablamos de movimiento relativo entre particulas por lo tanto, la tensién normal queda definida

también por la variacion de velocidad sobre su mismo eje y lo indicamos como o, . Si el escurrimiento es
unidimensional dadas dos particulas que se mueven a diferentes velocidades una arrastra a la otra generando

ademas tensiones tangenciales 7, y 7,,. La presion es una de las componentes de la tension normal.

Para el eje x-x:

oo + 0% Mgy [ O Wy [ 4 O B2 gy
. x 2 "oy 2 & 2
T 0
P VY P I P Y
x 2 &y 2 oz 2
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del ONordeste
5

dF, = 9% gyaydz + 2 dxdydz + 272 dxdlydz
OX oy 0z

o
dF, = 9% | O 4 O%u vtz
OX oy oz

Paraeleje y:

0 0

[aw + dy]dxdz +[2'Xy +ﬂ%]dydz +(sz e %Jd d

ox 2 2

dF, = oo, d or,, d d

y ay x OX zy OZ
— — —> |dxdz — -— — |dydz—| 7, - dxd
oo, 0T, 0T,
dF, = dxdydz + — dxdydz + dxdydz
oy OX oz

oo, 07, 0T,
dF, = + + dxdydz
g OX oy 0z

Paraeleje Z:

0
(GZZ +—ao-ZZ gjdxdy+ T, +id_y dXdZJ{TXz +afxz dxjdydz
dE. = oz 2 oy 2 ox 2

z 0
- o‘zz—%% dxdy — ryz—i% dxdz — sz_ar_ﬂ% dydz
oz 2 oy 2 ox 2
oo

6ryz or
dF, = —* dxdydz + —— dxdydz + —= dxdydz
0z oy OX

0
dF, =| 9%, O | 0% |y
ox oy o

Si la fuerza de gravedad es la Unica fuerza madsica que actua tendremos:
dF =dF,,, +dF

dF =dF, +dF, +dF, + pg,dxdydz + pog, dxdydz + pg,dxdydz

0
dF, = 00 Nl 0Ty + 9, |dxdydz
OX oy oz

oo, Or, Ort,
dF, = Y 24— 4 pg, |dxdydz
OX oy oz
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oo, O0t, Ot
dF, = 242y g, |dxdydz
OX oy oz

Recordando la definicidon de aceleracion:

a,=——+V-Vv
Igualando para cada una de las componentes:
0
dF, = 00 + Tyx +8sz + pg, |dxdydz = p a_u+a_uu +a_uv+8_uw dxdydz
OX oy oz ot ox oy oz
(0 d d
dFy _ Oy + Dy + Ty +p9, dxdydz = p| @+QU+QV+QW dxdydz
OX oy oz o4 ox oy oz
0
dFZ — aO-ZZ + Tyz + aTXZ +I(gz dxdydz =p a—w—l-@u +8—WV+6_WW dXdeZ
OX oy oz ot oX oy oz

Las tres ecuaciones anteriores definen el principio de conservacién de movimiento a partir de la segunda ley de
Newton, para encontrar la solucién debemos integrar. En principio uno de los inconvenientes es que tenemos 9
incégnitas que son las componentes de las fuerzas superficiales y 3 componentes de la velocidad. Vamos a vincular
distintas ecuaciones pare reducir el nimero de incégnitas.

Recordando la ecuacién que vincula a las fuerzas superficiales con la velocidad, planteado en el primer dia de clases.
Sabemos que existe una ecuacion que vincula a las fuerzas superficiales, en este caso a las tensiones tangenciales
con un campo de velocidades. Estas ecuaciones auxiliares se denominan Ecuaciones Constitutivas, Unicamente
validas para fluidos Newtonianos, es decir validos para la primera potencia.

Para un escurrimiento unidimensional habiamos concluido que:

du
Ty = H—
Ahora tendremos movimiento tridimensional en U, V, W, por ahora vamos a inferir que esta es la vinculacion, al

finalizar el tema lo demostraremos:

T, =T, = %+@ e} ——p—2 Vv+2 o
Ty =Ty = (8_u+8_wj o ——p—g Vov+2 il
XZ X ILl az 8X Yy 3# ﬂay
T, =T, = @-i-a—w e ——p—g Vov+2 ow
v =Ty ﬂaz oy z B,U ,Uaz
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Parael eje X—X:

[Ej— g(_p_z 6\74_2 a—uj+£ a_u+@ +E (a_u+a_wj +pg
Aot )| ax 3 Pox ) oy oy Tax )T e e ax .

Al ser un fluido incompresible:

V-v=0
(@j— g(_ +2 _j 2 a_u+@ +2 [_ a_WJ +pg
Aot) " | ax o )Tyt oy Tax ) e e T ox .
@j_ o, o°u N 82u+82v N @Jrazw 4 g
A bt OX x ) M oy®  oxoy Mo " oxen g
(@j_ o, o’u . 82u+82v . @Jrazw ‘g
Dt ox Mo T oy Taxay ) a2 T axer )T

(@j_ » ., 62u+ 62u+ 62v+ 82u+ 62W+
Aot)” ax Mo Moy Haey M T v

PYx

(Duj_ op ou  odu o o  du . d'w
ox Toxt T ox’

— |=—=+ + + + + + +
A Dt Hoa Mo oy oy Mo oxer

Aot)” ax ax\Max Moy T e )T e ey T e T

(Duj op d(ou ov ow o%u  d*u o
— ==t |t — |t St +— |+ 9,
Dt OX OX\ox oy oz ox® oy® oz
(Duj op o(ou ov ow o%u  d*u o
— =t |t — |t St +— |+ 0,
Dt OX OX\ox oy oz ox® oy® oz

Por hipodtesis fluido incompresible, principio de conservacidn de la masa la densidad es constante:

ofou ov ow 0z -
ox\ox oy oz OX
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Finalmente, volvemos a la ecuacidn original:

2 2 2
dez—@+y 0 121+8 l:+al:
OX oXx® oy® oz

2 2 2
dFyz—@+,u 8\2/+a\2/+a\2/
oy ox® oy° oz

op o*'w  o*w  o0°w
P R S S I,
oz OX oy oz

Las ecuaciones planteadas volvemos a recordar son para fluidos Newtonianos e incompresibles.

Las tres ecuaciones anteriores se conocen como ecuacion de Navier-Stokes, que puede expresarse de forma general
como sigue:

ov - —- = - =2 -
pa+v-Vv ==V, +pg+uV -v

La ecuacién tiene cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas U, V Wy p. Tres ecuaciones diferenciales y la ecuacién

de continuidad.

Los tres términos de la ecuacién resultan una suma de vectores, —V es un operador matemdtico de cardcter
. . - , =2 — — —2 —
vectorial, la gravedad es vectorial pgyademas V. =V -V esun escalar pero el producto £V -V es un vector.

ov
El término E +V-VV | representa el capo de velocidades

—V  Fuerzas superficiales provenientes del gradiente de presion

_2 -
K1V -VProviene de las tensiones oy .

g Fuerzas masicas

Recordando el copo de algoddn, esté estara sujeto a las caracteristicas del campo de velocidades, se movera siempre
gue exista un gradiente de presion, al moverse se generan las tensiones que tiene a hacerlo rotar como un rigido
deformarlo, distorsién angular, fendémeno de traccién-compresion.

_2 [
Veamos detenidamente el productoV -V; si fuera un escurrimiento unidimensional. Si tenemos un plano x-y y el

vector velocidad estd contenido en el eje x. Recordamos el caso de las placas paralelas. Es decir si no existe un
2
: . 0p - : ou u :
gradiente de presién — el escurrimiento es lineal. Vemos que la — =Cte y por lo tanto— =0, la derivada

OX OX ox?

—2
segunda no es nula cuando por ejemplo el perfil de velocidades de una parabola. Fisicamente V es también parte
de la ecuacidn de transporte y aparece soélo cuando el escurrimiento no es lineal. Es decir cuando las particulas
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siguen trayectorias que cruzan con las de otras es decir hay entrecruzamiento, transferencia de cantidad de

—2
movimiento. De alguna manera V mide el grado de desorden entendiéndose por desorden al entrecruzamiento de
las capas del fluido. La transferencia en flujos laminares, que son los casos que analizamos, se hace a través de
pequeiios paquetes de masa, de lo contrario seria turbulento.
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Ecuacion fundamental de la hidrostatica a
partir de Navier-Stokes

Consideramos un fluido en reposo, podemos hacer el siguiente analisis a partir de Navier-Stokes:

ov e
p(E+V~VVJ=— p+p09+uvV v

op o’u o°u o ou ou  ou_ ou
dF =——+ 4| —+—+—5 [+P9,=p| —+—U+—V+—W
ox Tl oyt o o x oy

0°u o%u o
+—+
ox*  oy* oz’

J = 0No tenemos variacién espacial de velocidad.

(au ou ou au

v+ —Wj =0 No tenemos variacién espacial de velocidad.

—+—Uu+
ot ox oy @

29, =0 No hay gravedad en el eje de las x.

op o’v  o*v 0% N N v v
dF, =—— 4yl —+——5+— |+, =p —+_U+—V+_—W
oy ox® oy° oz ot ox oy oz

o’v d°v o
+ +
ox* oy ozt

] =0 No tenemos variacidn espacial de velocidad.

N N OV OV . . .
—+—U+—V+—W |=0 No tenemos variacién espacial de velocidad.

ot ox oy a

P9y = 0 No hay gravedad en el eje de las y.

—+—U+—V+—W

2 2 2
dF :_@+ 6W+8W o°w
ot ox oy oz

N OW OW OW oW
R WP oy? oz’

Jom s

o°w  o°'w  o*w
2 + 2 + 2
oXx® oy° oz

j No tenemos variacion espacial de velocidad.

—+—U+—V+—W | No tenemos variacién espacial de velocidad.

ot ox oy @

p9, #0 Hay gravedad enelejedela Z.
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Sumado todos los miembros:

Paraz=H > P=P,,
¢ =Py, —pgH
Finalmente:
p=p9Z+ P, —pgH
P ="Pum—pd(H-2)
P =Pn—poh

La ecuacién fundamental de la hidrostatica es un caso particular de la ecuaciéon de Navier-Stokes, donde no tenemos
variacion espacial de velocidad, no existe movimiento relativo entre particulas.
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Analisis Tensorial

A forma de concluir el andlisis veremos cémo se relacionan las tensiones superficiales con la variacién espacial del
campo de velocidades.

Las lineas bajo los vectores indican que son vectores.

Consideremos un campo de velocidades en un punto P, definido por un vector desplazamiento R en el tiempo t:
ViViry
Y para el punto Q, el vector R sufre unincremento R+ dR el tiempo t permanece constante
V. \_/(B+dR,t)
Describiremos una variacion vectorial del campo de velocidades.

Recordando la serie de Taylor para una funcién escalar:

fﬂ

Xo
I

f, P, = +f (x=x)+

Xo
Si aplicamos la serie de Taylor a este campo de velocidades tenemos:

ViViriar) = Vir) + dR-VV +......+ Términos de orden superior.

La componente en X es:

. ou ou ou
|(g(5+dR)): Ur) +&dx+5dy + Edz

dR = dxi +dyj + dzk, que tiene proyeccién sobre x-z, podemos expresarlo como
dR =dxy-ei

Esta ultima notaciodn se utiliza en los modelos numéricos ya que en vez de llamar a los ejes X, Yy, Z se los llama 1,2,3.
El termino VV que se lee nabla aplicado a V, gradiente de un acampo vectorial, se denomina tensor. Para su
completa determinacién, se deben especificar nueve o mas componentes escalares, recordemos que los escalares se
denominan tensores de orden cero y los vectores son tensores de primer orden. Ejemplos de estas magnitudes son
la tension, la deformacién unitaria.

Un campo estad constituido por una distribuciéon continua de magnitudes escalares, vectoriales o tensoriales,
definidas mediante funciones continuas del punto y del tiempo, ya que una magnitud puede variar no solo de un
punto a otro, sino también, en un punto fijo, de un instante a otro.

A partir de ahora y a sabiendas que estamos cometiendo un error, para no complicar la existencia llamaremos
tensores Unicamente a los de orden dos, es decir, a las tensiones.
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Otra forma de ver VvV , gradiente de un campo vectorial es la siguiente:
v=| Zit Ly Ok ity j+vk)
ox oy oX
Vv = 2vxii+3vxij+ﬁvxik + 2vxji+ﬁvxjj+§vxjk + ﬁvxki+ivxkj+§vxkk
OX oy /4 OX oy oz OX oy oz
€\7=ﬁvxii +£vxij +3vxik +3vxji +3vx i +3vx jk +§vxki+ivxkj+3vxkk
OX oy 0oz OX oy oz %) oz

Otra forma de ver VV, gradiente de un campo vectorial es la siguiente:

w=|Zir 92k (ui +vj +wk)
ox oy oz
Vv = 3uii+3uij+iuik + ﬁvji+ivjj+ﬁvjk + 3wki+3wkj+3wkk
OX oy oz OX oy oz OX oy oz
v =L uii + i + L i+ 2 v L+ Lo ki + 2wk + 2wk
OX oy oz OX oy oz OX oz

Otra forma de ver VvV , gradiente de un campo vectorial es la siguiente:
w=| 21492, 93 (V,1+v,2+Vv,3)
ox oy oz
Vv = iv111+iv112+iv113 + iv221+iv222+iv223 + iv331+iv332+iv333
1% 1% OX %) OX 1% OX

axl 8X2 3 1 2 3 1 2 3

W:ivlluivllu£v113+iv2 21+iv2 22+iv2 23+iv331+ iv332+iv333
aXl aXZ aX3 a 1 2 XS 1 2 3

Vv = (% eij(\_/ jei )= [%)eiej

dR - Vv = dxkek -(%Jeiej — (%jdxkej
oxXi oxk

Podemos utilizar la siguiente notacion:

el Hace alusién a la derivada parcial.

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afio: 2017

Pagina 47 de 112



Apuntes de Catedra: Mecanica de los Fluidos e Hidraulica

Carrera: Ingenieria Industrial

Vamos a desarrollar el término VvV

u v W
o2 a3
oxl1 ox1 oxl
ovl ov2 ov3 y
OX2 0OXx2 Ox2
ovl ov2 ov3 ,
oXx3 ox3 0x3

W UNCAUS
UNIVERSIDAD
‘ NACIQ\AL DEL
Ynéversidad Nacional CHACO AUSTRAL

del ONordeste

Como analogia, consideremos un mazo de cartas, una baraja de la serie espafiola, por ejemplo el que se usa para

jugar al truco. Imaginemos que VV es el mazo que contiene todas las cartas. Basicamente el mazo esta compuesto

por 40 cartas y 4 familias o palos. Las variaciones espaciales a las que esta sujeta la particula dentro del campo de

velocidades, rotacion, traslacién, deformacidn distorsidn angular, combinacidn de ellos, son debidas a las derivadas

parciales y a su combinacion.

Dentro de la matriz anterior estan las acciones provocadas naturalmente por el campo que son capaces de provocar

algin fendmeno sobre la particula. Mazo de cartas completo. La pregunta consecuente surge entonces, es posible

descomponer a la mencionada matriz en efectos que son de nuestro conocimiento, para ello vamos a aplicar algunas

operaciones propias de tensores.

Por propiedades de tensores que admitiremos sin demostracidon se cumple que:

—

V=2 ) [ 2 - )

= —=\t
S = E VV+ (VV) ]Se denomina Tensor simétrico.

= ——\t
Q= E VvV — (VV) ]Se denomina Tensor Antisimétrico

Para el vector simétrico:

u \' W
o w2 s
__ aj |} o aa
V-vuzyz ovl ov2 ov3
X152 w2 oxe
ovl ov2 ov3 .
OX3 O0x3 0x3

\t
VV) Refiere a cambiar filas por columnas de la matriz anterior.

u v w
o od v
oxl ox2 0x3
ov2 ov2 ov2
oxl ox2 0x3
ov3 ov3 ov3
oxl o0x2 0x3
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u v w u v W
V2 S B R eV SV Y
= 1b- ~——] 1/l ox@ ox1 oxi oxL 0x2 0x3
S:—VV+(VV)]:E M w2 o3 +z w2 e
0X2 o0Xx2 0x2 oxl o0x2 0x3
ovl ov2 ov3 , ov3 ov3 ov3 ,
[\ox3 ox3 0x3 oxl ox2 o0x3 ]
u v W
1(%@] Lfova on) L1fod o)
-~ 2\oxd oxl) 2\oxd ox2) 2\ oxl ox3
5= L ) (00, 00) 12 o) (00 o)
2\ox2 oxl) 2\ox2 ox2) 2\ox2 o0x3
1[%+%j Llova o) 13 o)
2\ox3 ox1) 2\ox3 ox2) 2\ 0ox3 0x3
u v w
! 1(% %j 1(@+%)
Y SN oxl 2\ox1 ox2) 2\oxl 0x3
5L () - yoa o) o ifon, o)
2\ox2 oxl ox2 2\ 0x2  0x3
1(%+%] 1(%%) o3
2\0x3 oxl) 2\ ox3 ox2 ox3
Para el vector antisimétrico:
(u v W u Vv W ]
Y7 S B B eV eV U
= —_ ——x] 1/l ox1 ox1 oxi oxl ox2 0x3
Q:-W-(W)]:E M w2 o3 |-z w2 e
0X2 o0x2 0x2 oxl o0x2 0x3
ovl ov2 ov3 , ov3 ov3 ov3 ,
[\ox3 ox3 0x3 oxl ox2 ox3 ]
u v W
1(ovl ovl) 1(ov2 ovl) 1(ov3 ovl
o 5(571@71) 2lad a2 za—xl‘%)
Q:—Vv—(Vv)]: 1ol v2) 1(ov2 v2) 1(ov3 ov2
E(&_a_xJ 2\ox2 ox2) 2 @_%)
1fovl ov3) 1(ov2 ov3) 1(ov3 ov3
E(%_Mj 2\lo3 ox2) 2 %_%j

nal
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u \' W
0 1(%_%j l(%_%)
— 1 ey 2\ox1 ox2) 2\ox1 ox3
o=l a2y ) 1fos ow
2 2 (axz 6x1j 2 (6x2 GX?J
l(%_%j 1(%_%j .
2\ox3 ox1) 2\ 0ox3 ox2

Si ahora calculamos V x V obtenemos:

o

1 2 3
o 9o 0
o . oxl ox2 o0x3
va:%: Vi ov2 o v3 |- av3_6v2 " av1_8v3 94 8v2_av1 3
oXi 1 3 oX2 0Ox3 ox3 ox1 oxl ox2
9 9
oxl

o))
X
N
QD
x
w

VxV=0,l+0,2+w0,3

(aw avJ. (au awj. (8v 6u]
= ———i+| ———|j+| ———
oy oz 0z 0OX oX oy

Rox = Qo=

<

x

<

Il
Q|- = |-
Qlo— <o

Vxv=am,i+o,]+o,k

EL tensor antisimétrico €2 debido a que son ceros los términos de la derivada principal, tiene componentes del rotor
de velocidad, el cual explica la rotacidn de un fluido considerando el mismo como un rigido, por lo tanto se descarta

el tensor antisimétrico Q2 .

La analogia con el mazo de cartas es la siguiente, para ganar el juego no todas las cartas tienen el mismo valor, VV
representa el mazo, pero si queremos encontrar la relacidn entre las tensiones tangenciales y la variacién del campo
de velocidades no todos los términos son importantes.

Para que existan tensiones tangenciales debe haber movimiento relativo entre particulas, cuando vimos rotacion de

un fluido demostramos que V xV rota como un sélido por lo tanto no existe variacién espacial de las particulas, por

lo tanto el tensor antisimétrico €2 no esta relacionado con las tensiones tangenciales.

Vamos a descomponer el tensor simétrico, los efectos en los que podemos descomponerlo son traccidn compresion,

distorsién angular y tensiones tangenciales.

Al eliminar el vector antisimétrico, para seguir haciendo la analogia podemos decir que dejamos de lado los palos de

copay de oro. Nos quedamos Unicamente con la espada y el vasto.
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Uno de ellos va a contener a los términos de la derivada principal efecto de traccion compresion y el otro tendra las

distorsiones angulares es decir las tensiones tangenciales.

§=§1 +§2

SiTensor Isotrépico

SiTensor deviatorio

5-Luisb

El término [Ll : §J se lee doble contraccidn. Es un doble producto escalar que da por resultado un nimero.

(1%

El tensor U tiene valor Unicamente en los términos de la derivada principal, podriamos decir que es una matriz

identidad:

100
Uu=(0 10
001

Por lo tanto Unicamente sobreviven los términos de la derivada principal:

= 1 1[8v1 ov2 8V3}

S1==|S, +S, +Sg|l=Z| —+——=+—=
' 3[11 2+ 53] 3l ox ox2  ox3

El 3 pertenece al promedio de los tres términos el 1 le da caracter tensorial. Los [811 +S,,+ 833] son los términos de

la derivada principal, efectos de traccion compresion, tensor isotrdpico. Sz(é— Sl) Hace referencia a la distorsiéon

angular dediatorio. Estos son las caracteristicas del campo de velocidades.

§=§1+§2 =%EZ§E+(§—§1)

s=[v+(vo)]

Podemos decir que las tensiones tangenciales tienen una estructura similar:

T=%E:ZE+(Z_%E:ZEJ

El tensor 7 estd relacionado linealmente con la deformacién que sufre el fluido.
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ou
Para un escurrimiento unidimensional 7,, ~ — nos falta hallar la constante de proporcionalidad.

%E:£E=C1%E:§E

Donde C, es una constante de proporcionalidad y se relaciona con K, que se denomina “Bull Coof” o coeficiente

volumétrico. Basicamente refiere a la capacidad que tiene el fluido para transportar en un proceso de mezcla como
por ejemplo cuando se disuelve cloro en una planta potabilizadora de agua. Para nosotros los fluidos son
homogéneos, en fluidos heterogéneos que se ven en Ingenieria Quimica se estudia en profundidad.

C,=2u

Donde C, es una constante de proporcionalidad y se relaciona con x que se denomina viscosidad de corte.

r=kispr2us-3ish

r=K,u:shv2us-242fu:sh
r_[K —2;,;}@ s +2us
T=[Kb—§ﬂ}E1§E+2ﬂ§

Finalmente si expresamos las tensiones normales:

2 -] oV, 2 —- ou
Oy =|——uVV|+2u— =L uvv|+2u=—
11 ] 3/“ | ,Uax O x ] Sﬂ :| /Uax

2 =] ov 2 —- ov
Oy = —g,uVV +2u—=% o, = —gyVV}rZya

L _ 2 L

2 —- ov 2 —=- ow
Oy =| —= UVV |+2u—2 -2 uvvl+2u
33 I 31U :l ﬂ@X3 o, |: B,u } ,uaz
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Para las tensiones tangenciales

r= Kb—g,u u:sp+2us

rp=2uS =27 S+ Sh

ov, OV ov au
LAY Ty =248 = 4 =+

El andlisis tensorial que relaciona tensiones y deformaciones angulares en mecdnica estructural se llama mecdnica
de los continuos. Se tomd como base este analisis para relacionar las tensiones tangenciales con las variaciones
especiales del campo de velocidad.

La préxima clase veremos qué mas podemos aprehender a partir de la ecuacion diferencial de Navier-Stokes, sin la
necesidad de integrarlas, es decir que podemos aprender acerca de su escurrimiento. Para ellos vamos a trabajar
con un fluido ideal, es decir eliminaremos la viscosidad.
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Repaso. Variacion espacial del campo de
velocidades

La clase pasada encontramos las relaciones entre las tensiones tangenciales y la variacién espacial del campo de
velocidades:

El coeficiente volumétrico K, es nulo. EL término [Ll : §J representa los términos ubicados sobre la derivada
principal, ademas de ser un doble producto escalar es un ndmero. Por otro lado U le da cardcter tensorial. Para este

caso EI tensor glltenemos.
- Kb_g'u E:§£+2ﬂ§11
‘ 3

2 —=- ov.
O-ll :|:—§,UVV:|+2/,[&1

1

oV, OV
=2uS = y| —2+—L
Ty Ho = H ox, | ox,

Dicha expresion la pudimos encontrar con las llamadas ecuaciones constitutivas. Su objetivo es reducir el numero de

incognitas. Hallamos que VV es el tensor que contiene todos los efectos que puede causar el campo de velocidades,

estd compuesto por dos tensores uno simétricoS y otro antisimétricoQQ al uUltimo lo descartamos porque tiene

componentes de V xV que fuera demostrado rota como un rigido y nos quedamos trabajando Unicamente con el

tensor simétrico S que podia descomponerse en un tensor isotropico Siy otro deviatorioS: .

Una forma es la variacién angular de la particula sobre su mismo eje, tensiones normales, tensor isotropico S1. Y el
otro provoca variacion de la velocidad sobre un eje normal es decir existe movimiento relativo entre particulas

dediatorio gz .

La ecuacidn de Navier-Stokes a la que llegamos fe la siguiente:

ov = - =2 -
pE+V-VV ==V +pg+uV -v

Valida para un fluido real, Newtoniano e incompresible.

Si aplicamos las hipdtesis simplificativa obtenemos la ecuacién fundamental de la hidrostatica.

p= I:)atm —,Ogh
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Como la ecuacién de Navier-Stokes es compleja para un fluido real, nuestro objetivo siempre ha sido encontrar el

campo de velocidad o el campo de presiones, tenemos que integrar la ecuacién diferencial. En adelante vamos a

_2 —
trabajar con un fluido ideal, es decir el término 4V -V seria nulo ya que es un fluido no viscoso. La ecuacién queda

de la siguiente forma:

P %mﬁ —V,1p0

Si el escurrimiento es unidimensional V -v =0 pero recuerde en el andlisis de la compuerta que tiene que existir
una variacién de la velocidad en el sentido perpendicular al escurrimiento.

El productoV xV #0para un flujo unidimensional, es decir que un flujo sea rotacional o irrotacional son
propiedades matematicas del flujo, pero no propiedades del flujo.

Si hablamos de un fluido ideal puede haber movimiento relativo entre particulas, es mas puede estar rotando, en la
parte inferior puede tener una velocidad mayor o menor a la parte superior lo que la hace rotar como un rigido. Lo
gue van a ser nulas son las tensiones tangenciales que dependen de las caracteristicas del flujo.
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Ecuacion de Euler

Al ser un fluido ideal desaparecen las tensiones tangenciales debidas a la viscosidad . Abandonamos la hipétesis

de fluido Newtoniano. También podemos decir que es la ecuacién de la segunda ley de Newton para un fluido ideal.

o %w.w —V,+p0

Analicemos el siguiente término:
pg =—pgz =—pg(Vz)

Asi pg es un vector de las fuerzas gravitatorias que puede tener componentes en los tres ejes. Si reducimos nuestro

universo a la Tierra tenemos Unicamente componente de la misma sobre el eje z y por lo tanto — pgz . Negativo
porque es contrario a la convencidn positiva del eje z tomada. También podemos escribirlo como—pg(Vz), porque

Vz nabla aplicada a z, el Unico que sobrevive es k, es decir las derivadas parciales respecto del eje X y del eje Y son

nulas.

§z=§i+@j+gk=0+0+k

ox oy oz

¢Para qué estamos cambiando la notacidn si estamos escribiendo los mismo? podria preguntarse el alumno, al

aparecer V podremos aplicar conceptos de Euler, estamos tratando de transformar a la fuerza gravitatoria en algo
gue puede variar en el espacio, como por ejemplo un descenso repentino de la particula que produce una variacion
de energia.
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Trabajo y Energia. Campo Lagrangiano

Comenzaremos nuevamente con una deduccién Lagrangiana, y veremos hasta donde podemos llegar sin pasar a
Euler, buscaremos cuales son las complicaciones y facilidades que se presentan con este tipo de analisis.

dFy=3dpdA

Consideremos un campo de velocidadesV : V(X, Y, Z)z V(S,t)y colocamos una particula en el interior de mismo, la

particula sigue la trayectoria y establecemos un nuevo sistema de referencia en donde el ejeSes tangente a la
trayectoria y el eje i perpendicular a S. Por el momento vamos a seguir una descripcion lagrangiana. El vector

velocidad esta contenido en el eje S, porque se la define como la derivada del espacio respecto al tiempo.
Podemos reconocer, a priori, alguna de las ventajas respecto al sistema X, Y, Z en principio la aceleracién convectiva

= oV
tiene 9 componentes, y para el nuevo sistema V-VVv =a—es decir hay variacidn respecto a una sola componente,
S

una ventaja.

La segunda ley de Newton respectoa S—S:

[ p— @ﬁ)d ndx — [ p+ @Ejdndx — pgsengdsdndx = pa dsdndx
os 2 os 2
— 2?%dndx — pgsenpdsdrdx = pa dsdrdx
S

— ? dsdndx — pgsenpdsdrdx = pa,dsdndx
S

P pgsenss = pa,
0S

El dngulo f es el formado por el eje S con la trayectoria de la particula. El término pogsen/ es la componente en el

sentido del eje 77. La aceleraciéon @, aparece por ser una trayectoria curva.

Las fuerzas superficiales que estamos considerando son debidas a las presiones, para simplificar, las presiones
forman parte de las tensiones superficiales pero al no haber viscosidad, no hay movimiento relativo entre particulas
y las tensiones tangenciales son nulas. Sélo tenemos componente de fuerzas normales. Las fuerzas superficiales se
dibujan hacia el cubo de fluido.
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Az
El Senﬂ:A—en mecanica de fluidos trabajamos con las unidades primarias por eso intentamos eliminar los
S

angulos, estamos buscando que estas unidades se anulen automaticamente en funcidn de la linea de corriente.
Buscamos una relacién que esté vinculada con las caracteristicas matematicas del flujo de corrientes.

op oz

os ng—pas

Dividiendo ambos miembros por p:

10p 1 oz 1
T P9 =8
p 0S p 0S5 p
_Lop_ oz
pos ~os

Abandonaremos V. y lo indicaremos como V ya que existe una sola componente de velocidad:

i e v,

g—= —V
p 0S os ot os

Si el proceso es estacionario:

N _jg
ot
il e
p 0S os 0s

oz
Si el escurrimiento es horizontal f# =0 —>senf =0 — % = 0En la practica rara vez este término el nulo el dngulo
S

practicamente nunca es cero, pero necesitamos una expresidon que nos permita abstraernos del diagrama. Pasamos
del angulo S a la derivada parcial para poder hacer una generalizacidn.

_Lop_ov,
p oS OS

Si la solucidn del problema estd sobre el eje S, Z no puede tener proyeccién sobre el ejeS.

Lo interesante de la ultima expresién es que la ecuacion diferencial queda en funcién de variables de campo. Para
nuestro caso S es perpendicular al eje X.

Es evidente que de un lado de la igualdad hay variaciones de la velocidad y del otro de la presion, eso nos indican las
derivadas parciales, y ambos varian respecto de la misma trayectoria S. Ademds tienen signos contrarios, por lo que
concluimos que si a lo largo de la trayectoria existe una variacién negativa de la presién como ser una reduccién o
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disminucién de la misma esto trae aparejado un aumento de velocidad. Encontramos una caracteristica importante

del escurrimiento.

La segunda ley de Newton respectoa 7 —17:

La aceleracién centripeta a, esta dirigida hacia el centro del radio de curvatura, recordar el tercer caso de la Ley de

Newton sin movimiento relativo entre particulas. En el libro de mecanica de fluidos de Merle C. Potter se adopta la
convencién contraria. Si la trayectoria de la particula es lineal el radio de curvatura es infinito por lo tanto la

aceleracién a, es nula.

p—@d—77 dsdx — er@d—77 dsdx — og cos pdsdndx = —pa_dsdndx
on 2 on 2 !

- Zg—pd%dsdx — pg cos pdsdndx = —pa, dsdrmdx
n

- S—p dndsdx — pg cos Bdsdrdx = —pa, dsdrndx
n

op
————pgcosf=—
on pYcos f=—pa,
Dividiendo ambos miembros por p :
10
=P geosp=—=pa,
pon ~ p
—E@—gcosﬂ:—a,7
p on

. o . oz L
Con la misma hipdtesis anterior para f#=0—>cosf=0— ™ = 0En este caso que no tenemos proyeccion Z
n

sobre 77 la particula gira sobre el mismo plano horizontal.

_lop __
pon 7
lop _v*
pon R

La ultima expresidn nos muestra que si la presidn varia en el eje 77 perpendicular a la trayectoria$S de la particula, lo
hace en forma cuadratica de la velocidad y para pequefios radios de curvatura la variacidon de presidn se incrementa.
Si la trayectoria es Unicamente rectilinea no habra variacién de presién sobre el eje perpendicular77. En una
trayectoria curva aparece un gradiente de presién dirigido hacia afuera que al entrar en contacto con una superficie
se manifiesta una fuerza superficial. Por lo tanto los puntos de estudio importante seran los codos o curvas en donde

existe una variacion de la trayectoria de la particula, aparecerd a, y si no tiene los anclajes correspondientes las

fuerzas pueden romper la tuberia.
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Estas dos importantes conclusiones se pudieron alcanzar debido a la utilizacién de la descripcidn Lagrangiana, si nos

hubiéramos quedado con la Euleriana, tendriamos las nueve componentes de la aceleracién convectiva y no podria
haber sido posible.

¢Cual es el inconveniente que tenemos ahora?, las conclusiones quedaron en términos de derivadas parciales, es
decir para una trayectoria de una particula, no podemos generalizar. Tendremos tantas trayectorias como particulas
tenga el campo de velocidades. Puede resolverse a partir de andlisis numéricos por métodos computacionales.
Obtuvimos dos conclusiones pero no la solucién. Veremos si es posible obtener otras conclusiones.

La ecuacion de Euler para un flujo estacionario E =0 |alo largo de una linea de corriente es:

1o
p 0S os 0s
Multiplicando ambos términos por ds :
—i@ds—ggds =@vds
p 0S 0s 0s

El producto de fuerza escalar distancia es trabajo, un escalar. Es decir es un tensor de cero grado. En este caso el
producto no puede ser escalar porque ya se estd trabajando sobre la trayectoria de ds.

Pasando todo a un mismo lado de la igualdad:

—E@ds—g@ds—@vds=0
p 0S oS oS
Multiplicando por (—1):
l@ds-l-ggds-l-@VdS:O
P 0S 0s oS

Si la ecuacién anterior se integra el resultado es una constante tanto para un fluido real o ideal como este caso. Si p

dependiera Unicamente de S, si Z dependiera Unicamente de Scomo una caida vertical, y si V dependiera
Unicamente de S . Podemos expresarlo en términos de diferenciales totales.

idp+ gdz +vdv=0
Yo,

Si integramos:
1
—|dp+g|dz+ |vdv=cte
L fap+gfar- |

1 v?
—p+gz+?=cte

La ecuacidn de anterior es la ecuacién de Bernoulli en unidades de energia.
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A partir de las conclusiones obtenidas del campo Lagrangiano con ejes 7y S, multiplicamos la ecuacién por la
trayectoria dSy obtuvimos una ecuacién de trabajo. Al integrar dicha trabajo hallamos la ecuacién de energia de
Bernoulli.

Si dividimos la ecuacién anterior por ¢ :

2
ip+gz+v—:cte
Y 9 29

2
£+z+v—:cte
y 29

Obtenemos la ecuacion de Bernoulli en unidades de altura.

La expresidon anterior corresponde a la ecuacion de energia de un fluido que se desplaza. En termodinamica se
definen todas las formas de energia que pueden manifestarse en ingenieria. En Mecdnica de Fluidos, a partir del
primer dia de clases, exigimos que las Unicas fuerzas admitidas para producir el movimiento de un fluido sean las
fuerzas superficiales y las mdsicas, que producen una aceleracién en la particula, si estas fuerzas se aplican a lo largo

1
de una trayectoria aparece un trabajo de las fuerzas superficiales — p, de las fuerzas masicas gz y la aceleracién de

2
, v o . .
la particula ? La ecuacién tiene consistencia.

Si fuerza el caso de la presencia de un gradiente de temperatura se producird un trabajo debido a las fuerzas
calorias, las temperaturas al menos aqui, permanecen constantes, de lo contrario el principio de Bernoulli se
generaliza al primer principio de la termodinamica. Principio de conservacion de la energia.

En termodindmica se define. En Mecanica de Fluidos se demuestra. Al menos en un curso de grado.

Primero definimos los tipos de fuerzas admitidos, después desdoblamos las fuerzas con analisis tensoriales, luego las
integramos a lo largo de una trayectoria. Faltaria el trabajo desarrollado por las tensiones tangenciales, nulas en
nuestro caso, al ser un fluido ideal.

Una pregunta que puede surgir es si existe componente de fuerza en el ejenen nuestro caso no, porque la
trayectoria estd contenida en S. Recuerde también que estamos hablando de diferenciales, ninguna fuerza puede
realizar trabajo en el eje 77 porque dS estd contenido en S es decir es tangente a la trayectoria. Ademds no existe

proyeccidn sobre S estan a 90 grados.
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Trabajo y Energia. Campo Euleriano

Si existe un concepto dificil de entender en ingenieria es el de energia, el de fuerza u otras magnitudes facilmente
pueden ser interpretadas, pero la energia es un poco mas compleja, por lo tanto volveremos al sistema coordenado
cartesiano X, VY, Z.

Dado un vector posicion R: R(X, Y, Z) en un punto p que pasaa R:R(X+ AX, Y+ Ay, Z+ Az) podemos definir su

diferencial como:
dR = dxi + dyj + dzk

La ecuacidn de Navier-Stokes para un fluido ideal queda:

Dv — —
—=-V, +
pDZ pt 00

o %w.w — V.4 pg

Dividiendo por p ambos miembros:

NV W=-1V,+7
ot p

Escribiremos la aceleracidn de la gravedad g de la siguiente forma, exigimos que g tenga componentes Unicamente

sobre el eje z es decir solo sobrevive k
g=-9gVz

N V=1V, gz
ot p

La expresidén anterior es la Ecuacién de Euler para coordenadas X, Y, Z.

La expresidn anterior son fuerzas, es de caracter vectorial por lo tanto fuerzas escalar distancia, obtenemos trabajo.
A diferencia de la descripcidn Lagrangiana que el producto era con una sola componente dS; ahora tenemos un

producto escalar con dR.

N v .dﬁz(_lﬂ_gﬁzj.dﬁ
ot p

v-Vv-dR=1V,.dR—gvz-dR
Yo
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Al ser un producto escalar solo sobreviven las componentes con un los mismos subindices:

19, .dr=-1 @n@ﬁ@k -(dxi+dyj+dzk)=—£ @dx+@dy+@dz =—1dp
0z P\ OX 0z yo,

o o oy oy
= = oz. 07. 01 . . 0z 0z 0z
—-gVz-dR=—g| —i+— j+—k |-(dxi+dyj +dzk)=—-g| —dx+—dy+—dz |=—qdz
g g[ax vl R j( yj + dzk) g[ax PV A J g

ov
Supongamos que el proceso se estacionario E = 0 pasando todo a un mismo lado:

_Ldp—gdz—v-Wv.-dR=0
P

El terminoV-VV-dR contiene los nueve términos de la aceleracién convectiva, en principio al multiplicarse por la
trayectoria seria muy complejo. En la descripcién lagrangiana esto no sucedia porque Unicamente dependia de S. Lo

gue vamos a hacer es utilizar una identidad vectorial.

V-Vv:EV(V-V)—Vx(§xv):%§v2 —v><(§><v)

V-VV=%§V2 —v><(§><v)

El termino VV? se lee nabla aplicado a Ve,

Ademds V° podemos expresarlo como:
vi=u®+VvZ+wW

Si ahora calculamos V x V obtenemos:

Rox = Qo=
1l
2|2
|
R
—
+
—
e
|
2|2
=
—
2|2
|
Q|2
N’

<
X
<
1l
Y| - = Q| -
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Ahora para obtenerv x (6 X \_/)

({5 o2 (5Bl ) 2)

Tomando el término ya visto y expresandolo en el eje X —X:

1=, 1({ou*. ov® . ow’
i+ k
2 2

—W* =— ]+
OX OX OX

Derivando los términos:

l§v2:1 2ua—ui+2v@j+2wa—wk
2 2 OX OX OX
1gvzza—uuwﬂvH—wk
2 OX OX X
LI AL
2 OX OX  0OX
)V B )
oy oz OX
(V)= Yy M X W

Finalmente:

1§V‘°'—v><(§><v)=a—uu+@v+a—ww— v
2 OX OX OX

1=, — ou o oW ov _au ou ow
—W —Vx(va):—u +—V+—W—-V—+V—F+W——W—
2 OX OX OX ox oy oz OX

1ov —Vx(§xv)=a—uu +@v+a—uw
2 OX

oy oz
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Para cada uno de los ejes tendriamos

- 1=, = ou ou_ adu o oV oV OW  OW_ OwW
V-Vv=—W —Vx(va)z —U+—V+—W|+| —U+—V+—W |[+|—U+—V+—W
2 OX oy oz ox oy oz

Consideremos que el producto vectorial entre dos vectores es un vector, utilizaremos la siguiente regla definida por
tres columnas (1 2 3)La primer columna es la componente del primer termino del producto vectorial, la segunda

columna corresponde a la componente del segundo término del producto vectorial, la tercer columna corresponde a
la direccién del vector resultante.

La deduccién anterior es compleja, extensa, matemdaticamente hablando pero es el lenguaje de la mecanica de
fluidos.

Volviendo a la ecuacién original,
1 - —
—dp+gdz+v-Vv-dR=0
o

_ 1_ _
v-Vv=§Vv2 —v><(V><v)
Si el fluido fuera irrotacional VxV =0

ldp+gdz+1§v2 .dR=0
yo, 2

2 2 2
idp+gdz+l[a\/ i+8v j+8v kj~(dxi+dyj+dzk)=0
yo, 2\ ox oy 0z

1dp+gdz+ldv2 =0
o, 2

Integrando los términos:
1 1
“|dp+g|dz+=|dv® =cte
L fap+gfe+2

1 v?
—p+gz+—=cte
yo, 2

Ahora obtuvimos la misma ecuacion de Bernoulli para un campo irrotacional no para una linea de corriente.

Para un flujo irrotacional V x v = O el diferencial de desplazamiento d R no necesariamente tiene que pertenecer a la
trayectoria, puede ser arbitrario en cualquier direccién.

Por lo tanto la ecuacién de Bernoulli se puede aplicar entre dos puntos cualesquiera del campo de flujo.
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Al desaparecer el término V xV = 0 podemos calcular la energia o el trabajo necesario para llevar una particula de
un punto a otro dentro del campo de velocidades sin la imposicion de que el punto de analisis pertenezca a la
trayectoria.

Supongamos ahora que el escurrimiento es rotacional V xV # Oaparecerdn los nueve términos de la aceleracién
convectiva. Para poder seguir manteniendo la igualdad, los que vamos a hacer es nuevamente hacer coincidir al

vector deslazamiento d R con la trayectoria de la particula.

Cuando el flujo es rotacional V xV es un vector, ya no es mas uniforme, ahora tenemos variacién de la velocidad
sobre el eje normal a la trayectoria.

Es decir el vectordR es perpendicular aV xVy si ademas la velocidad Vtiene la misma vxVxvy
direccion de dR, al hacer el producto vectorial V x V x V nos dara un vector perpendicular

al plano definido por vy V xV. El vector V xVes un vector perpendicular al eje donde v
esta definida la velocidad V. dR

£ =90 Vxv
Por definicién de trabajo:

Hv x (5 x v]‘ : Hd ﬁ”cosﬂ =0

Para un escurrimiento rotacional el dR pertenece a la trayectoria. Por lo tanto lo que permanece constante en
Bernoulli es la energia a lo largo de la trayectoria.

Cuando el escurrimiento es rotacional dR debe pertenecer a la trayectoria porque existe otra forma de anular

VXV xV.

Llegamos a la misma ecuacién de Bernoulli a partir de la ecuacidon de Euler, primero utilizando una descripcion
Lagrangiana siguiendo la trayectoria de una particula Vips)Y posteriormente para una descripcién Euleriana con
Vi

xy.2) €n el ultimo caso con la ayuda de una identidad vectorial. Se utilizaron distintos caminos, diferentes

expresiones y se llego a lo mismo. Esto se debe a que la energia es un escalar, un numero, solo tiene un plano de
comparacion, no tiene sistema de referencia, indistintamente el sistema de coordenadas que se utilice, el resultado
serd el mismo. La energia se compara respecto a una unidad patrdn, una unidad de medida. Para poder medir la
energia es necesario un elemento de comparacion. Las formas de energia son variables, Edlica, solar, eléctrica,
térmica etcétera.

La clase siguiente veremos la Ecuacion de Navier-Stokes para un flujo laminar, nos encontraremos con algunas
complicaciones y finalmente pasaremos a un fluido turbulento. Una vez que entendamos cémo se comportan los
flujos turbulentos pasaremos a ecuaciones de energia en fluidos reales.

Una vez concluidos los topicos mencionados, daremos por cerrada la parte de Mecdanica de Fluidos, y pasaremos a
Maquinas Hidraulicas.
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Repaso. Ecuacion de Euler y formas de
Energia Bernoulli

Hasta el momento una vez encontrada la ecuacién de Navier-Stokes general, pasamos a un fluido ideal y obtuvimos
la ecuacién de Euler. Llegamos a obtener dos conclusiones muy importantes, una de ellas era que a una disminucién
de la presién en el sentido del escurrimiento le corresponde un aumento de velocidad y la otra que si existe
variacién de velocidad en un eje normal a la trayectoria aparece un gradiente de presidon que al tomar contacto con
una superficie generan fuerzas superficiales que pueden romper las tuberias. La expresién quedaba en forma
diferencial y no pudimos integrarla, no sabiamos cual era el valor de la presién y la velocidad para cada punto, a fin
de obtener la solucién. Ademas eso solo ocurria para una trayectoria para otra no podriamos afirmarlo. Lo que
vamos a hacer ahora es tratar de obtener la solucidn de las ecuaciones tomando un sistema X, Y, Z. Para ello existe

una hipédtesis de flujo laminar completamente desarrollado.

Flujo laminar completamente desarrollado.

Los flujos no viscosos no satisfacen la condicidon de no deslizamiento; se deslizan a lo largo de la pared sin pasar a
través de ella. Para retener las condiciones viscosas de no deslizamiento tenemos que considerar las ecuaciones de
Navier-Stokes completas, y el resultado no suele ser irrotacional ni admitir potencial de velocidades. Estudiaremos
aqui tres casos: (1) el flujo entre dos placas paralelas debido al movimiento de la pared superior, (2) el flujo entre
dos placas planas debido a un gradiente de presiones y (3) el flujo entre dos cilindros concéntricos debido a la
rotacion del cilindro interior. Todos los flujos de son viscosos y

rotacionales.

a2
Para un flujo laminar la longitud de las placas es 100 veces el didmetro -

u

=3

y para un flujo turbulento entre 30 y 40 veces el diametro.

Supondremos que tenemos un escurrimiento de un fluido y la figura
anterior representa el conducto.

No conocemos cual es el perfil de velocidades, en principio las particulas van a seguir a su cantidad de movimiento. A
medida que se encause el perfil de velocidades disminuye, las particulas adquieren la velocidad del solido con el que
estdn en contacto. Existe una propagacién de la cantidad de movimiento en el sentido perpendicular a la trayectoria.
La viscosidad del fluido, a través de las tensiones tangenciales transporta la cantidad de movimiento en el sentido
perpendicular a la trayectoria. La trayectoria es un escurrimiento unidimensional tiene propagacién en el eje x.

En principio se desconoce el perfil de velocidades, después de una determinada longitud el perfil de velocidades
media no varia mas. Al cabo de esta longitud las particulas terminan de organizarse. Como vimos en un régimen
turbulento esta longitud es menos a la del régimen laminar.
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El nimero de Reynolds permite calcular el tipo de régimen siendo este el cociente entre las fuerzas inerciales y las
fuerzas viscosas:

I
Fv:TZ\ZRud—UZ_,uL:IZIu :|2/J1'
dy | |
ol
F T2 4 2
R bt AP _p”_ A,
FV |2

El término | corresponde a una longitud caracteristica:

\'
R, = _pd
y7]
Si el numero de Reynolds R, es muy pequefio predominan las fuerzas viscosas F, Si es muy grande predominan las

fuerzas inerciales F, sobre las viscosas

Caracteristicas del flujo laminar:
L, =100d
R, <1100

R, <2300 — Tuberias
Caracteristicas del flujo turbulento:

L, =30d u40d
R, >1100

La determinacién experimental del nimero de Reynolds puede consultarse en cualquier libro de Mecénica de
Fluidos.

Un escurrimiento Laminar requiere de mayor longitud hasta alcanzar el perfil de velocidades estable debido a que
hay un movimiento ordenado de particulas, en el flujo turbulento las particulas se mueven erraticamente y cruzan
sus trayectorias alcanzando mas rapido el perfil estable.
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La propagacién de la cantidad de movimiento en el escurrimiento laminar es Unicamente por los efectos viscosos.

El escurrimiento turbulento presenta una viscosidad cien veces mayor a la viscosidad en régimen laminar, por lo que
las mezclas son mas rdpidas.

pr =100,

A partir de la longitud caracteristica | el perfil de velocidades no cambia a menos que exista una perturbacion, por
ejemplo, una reduccion en la seccién de la tuberia.

Cuando apliquemos la ecuacidn de Navier-Stokes serd en la correspondiente a la longitud caracteristica |, donde el
flujo esta totalmente desarrollado, nunca en la zona de transicién que presenta flujo inestable.

Ahora veremos algunos tipos de perfiles de velocidades medias, porque mas adelante nos sera util para entender el
fendmeno de lubricacién.
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1° Caso. Placas paralelas infinitas fijas.

0
Las hipdtesis que tendremos en cuenta son fluido incompresible p, flujo estacmnarloa =0 escurrimiento laminar,

totalmente desarrollado. Por ultimo escurrimiento unidireccional trabajaremos sobre el eje X — X. No hay
componente de velocidad en y — Yy tampoco asien Z—2Z

Nuestro plano de trabajo sera el X — Y. Las placas estan separadas una distancia ay la particula atraviesa el

. a
conducto justo por E

Tenemos que:
y=0—->u=0
y=a—->u=0

El flujo se establece, existe, plantearemos el principio de conservacion de la masa y el principio de conservacién de
la cantidad de movimiento.

La velocidad depende exclusivamente de Yy, no depende de X porque estd completamente desarrollado y tiene,

independientemente de la longitud tomada, el mismo valor.

ViVigyg) =Ud+V j+w,k

ViV =Ud

Recordando la propiedad extensiva de la cantidad de movimiento para un andlisis integral:

DP

d
—=F,+F.=—|povdV+ | pvw-dA
Dt P dt V{ I

SupC

Proceso estacionario:
d
— dv =0
ol

Por ser incompresible:

I,ovv-dAzo

SupC

Para que V- dA sea distinto de cero el vector deberia estar contenido sobre el eje X, pero al no tener componente
de velocidad en los ejes restantes, y al ser un fluido incompresible la cantidad de masa que ingresa es la misma que
la que egresa. El vector V y A tienen la misma direccién por lo tanto se anulan. Si sale lo mismo que entra es
incompresible.
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Como conclusién para el tipo de escurrimiento que estamos analizando las fuerzas superficiales y masicas son nulas.

Las fuerzas masicas estan contenidas sobre el eje z.

La serie de Taylor aplicada al escurrimiento unidimensional es:

0T

o o
oX 2

oz, dy op dx
jdydz +| Ty F ﬁ?jdxdz — ( p —&?jdydz —| Ty —

dF, =(p+ d_2y dxdz

op 8Tyx
dF, = ——dxdydz + —— dxdydzz
2 oy

5
dF, =| =P 1 T lgvdyaz
oX oy

ox
0
dF, __P LT g
ox oy
gF - P _9n
ox oy

Recordemos que por mds que estemos hablando de un fluido ideal, existe movimiento relativo entre particulas.

La razén por la que no utilizamos la tensidn normal y en su lugar utilizamos la presién es que:
2 - - ou
Ow =—P—=uV-V+2u—
* 3 ox
V -v =0 Fluido incompresible. Principio de conservacion de la masa.

ou
2/16— No hay variacién de velocidad en el eje de las x. Fluido completamente desarrollado.
X

Por lo tanto:
o =P
Retomando:
op aryx
x

0
La ecuacidn anterior nos esta diciendo como varia P respecto de su recorridoa—p .En principio la solucién de la
X

ecuacién anterior nos dice que p es una funcién de Xy 7 es una funcién de y .
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PPy =2X

Por lo tanto para que sea valida para ambas:

@ Gryx

= =cte

oX oy

W UNCAUS
UNIVERSIDAD
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Al hacer las derivadas parciales iguales a una constante estamos generalizando para cualquier punto del espacio.

Entonces:

yX

jdryxz%jdy

_op
Tyy —&y‘i‘cl

La ecuacidén anterior nos dice que la tensién de corte varia linealmente con el eje y .

Recordando que

’z' —_ d_u
yX /’l dy
Igualando:
du_% y+¢
dy ox
Despejando du :
10 1
du = _&p ydy +-—c,dy
Integrando:
2
_1dy +—Ccy+cC
L OX 2

op
dr,, =—dy =cted
T T Y TR
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Aplicando condiciones de borde:

y=0—->u=0=¢, =0
1
y=a—>Uu=0=20=———+—Ca=¢c =———-— =C =—-—=

HOX 2 U HOX 2 a

Reemplazando en la ecuacion:

Si multiplicamos y dividimos por a’:

La expresion anterior corresponde al perfil de velocidades medias. Verifiguemos las condiciones de borde

2
y:Oau:O:u:i@a{O——gJ=0

2

21 OX a“~ a
2
y=a—>u:0:>0=u=i@a2 a_z_g =0
24 OX a® a

Si queremos saber donde el perfil de velocidades es maximo, aplicamos el Principio de Fermat obtenemos donde la
funcion es maxima:

En el centro del tubo la velocidad es maxima.
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o a
Reemplazando en la ecuacién original y = > :

_ 1, @@

2

_ia_paz(a_z_i)_iﬁ[a_“_a_?’] 1 op

W UNCAUS
UNIVERSIDAD
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2,11 OX a a 2u0x \4a*> 2a) 2uox\4a® 2a) 2uox
U= 10p_of 1
211 OX 4
~ opa’
OX 8u
Con la expresion anterior se obtiene el valor de la velocidad maxima. Fija
. : . . 0p
Recordemos que el fluido se mueve porque existe un gradiente de presion 8_ . E—
X
Si se le pidiera obtener el perfil de velocidades medias a partir de la ecuacién de ;) m
Navier-Stokes para un fluido totalmente desarrollado, estacionario, -
unidimensional e incompresible usted debe:
" uly)
Plantear la ecuacion de Navier Stokes: Fija

ov e
p[E+V-VvJ:—Vp+pg+yV -V

De caracter unidimensional:

U+ —V+—
P ox

ou ou ou auW __op
ot oXx oy oz

0°u  d°u o
+ 0, + U 8x2+ay2+azz

ou adu ou_ au _
p| —+—U+—V+—W | = 0Flujo completamente desarrollado

ot ox oy oz
29, =0 No existe proyeccion sobre el eje x.

o%u .
8_2 = 0 La velocidad solo tiene componente en | del eje Y
X

2
u .
? La velocidad solo tiene componente en ] del eje Y
z
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0 o°u
0=, 0
oX oy
op o%u
oX oy
op 0 ou
OX oy oy
Recordando que:
_ou
Tyx = ﬂ@
Finalmente:
op dr
Al S
ox dy

La razén por la cual se llegd a la misma expresiéon de forma mads simple fue debido a que en las hipdtesis estaban
contenidas todas las caracteristicas del escurrimiento que fuimos eliminando a lo largo del desarrollo de esta clase.
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2° Caso: Placas paralelas infinitas, con la
superior moviéndose a velocidad constante.

Vamos a tomar las mismas hipdtesis que en el caso anterior con la diferencia de que la placa superior adquiere una
velocidad U .

— |

Lo que cambia en este caso es una de las condiciones de borde:
y >
' )
1opy? 1 jf x S
U=——-—+-—-CYy+¢, ?
HOX 2 u
o
Aplicando condiciones de borde:
Fija

y=0—->u=0=¢c, =0

2 2
y=a—>u=u:>u=1@a—+lcla:>cl= —1@i+u ﬁz—@§+uﬁ:>cl=—@ﬂ+u
HOX 2 U M OX 2 a oX 2 a

o |

Reemplazando en la ecuacidn:

2
golopy” 1f opa, ﬁjy
Hox 2 u\ ox2 a
Si multiplicamos y dividimos por a’:
2 52 2
uzi@y_a_z+1(_@e uﬁjya_z
HOX 2 a° u X 2 a) a
2 2 2 2
u:l@y_a_2+_i@éya_+u££ya_2
HOX 2 a HoxX2 a pHa a
a® op(y’ u
ad(y v,y
210X\ a a a
2 2
=2 P (zj Yy
2u o0x |\ a a) a
S _a’ op [yjz y | . |
La expresidn anterior es similar al caso anterior — —| | — | —— |representa el perfil de velocidad media cuando
2u ox\\a a

el escurrimiento es debido a un gradiente de presidn, representado graficamente por una parabola.
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En este caso el fluido se mueve porque la placa superior se mueve, no existe gradiente de presion. Si la placa

superior se mueve a una velocidad U transmite la informacion a las capas o estratos del fluido inferiores, por medio
de la viscosidad de forma natural, la viscosidad g actia como vinculo. Recordar el ejemplo del empuje sobre una

columna de hojas, cada hoja se moverd sobre su linea. No hay transferencia de la cantidad de movimiento por las
masas, Unicamente por la viscosidad, por eso es lineal.

Este es el escurrimiento mas simple de un fluido las fuerzas superficiales son constantes porque

T, = U u_ cte
4 OX
.op : , : : . u
Si 6_ = Ola placa superior esta fija. EL perfil de velocidades es linealu = —y
X a
a’ opl(y) _y
Si U = 0Ambas placas estan fijas y el perfil de velocidades es parabdlico. U= ——|| = | —=
2 ox\\a a
0 a® o ? u
Si @ < O Los perfiles de velocidades se suman. U = a by _y +—Y
OX 2u ox |\ a al a
—_— Fija
—
EE—
N >
I u(y)
X
o
Fija Fija
0 a® o u
Si @ > 0 Los perfiles de velocidades se suman. U = _a iy Y +—Yy
OX 2uo0x|\a al a
Fija
< |
y
P
I ”max
e
ul(y)
Fl_]a Fl_]a

En este ultimo caso existe una distribucién contraria de la masa, parte se va con la placa en movimiento y parte sigue
el sentido del gradiente de presion.

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afio: 2017

Pagina 77 de 112



W UNCAUS
UNIVERSIDAD
‘ NACIONAL DEL
CHAZO AUSTRAL

Apuntes de Catedra: Mecanica de los Fluidos e Hidraulica B e
Carrera: Ingenieria Industrial dol Nedeste

Fendmeno de Lubricacion

Estamos en condiciones de ver el fenédmeno de lubricacidn, basicamente consiste en dos superficies sélidas en
contacto y una de ellas deseamos moverla. Al estar en contacto dos superficies solidas que presentan cierto grado
de contacto, se generan fricciones, écoémo podemos mover la placa superior sin que la inferior sufra desgaste?

Si colocamos un fluido entre las superficies solidas se produce alguno de los casos mencionados. Esto se logra
inyectando fluido, permitiendo la separacién de las placas en contacto, lograndose asi la misma presién en ambos
extremo, primera hipétesis de lubricacién. Si las presiones en ambos extremos son diferentes el fluido escurre.

Si las fuerzas de viscosidad estan en equilibrio, la fuerza debida a la presion del fluido sobre las caras terminales de
un elemento de fluido, deben ser iguales, es asi que la presidn es constante en toda la seccidn.

dr
p:cte—>@>0—>—yxzo
OX

Obtenemos un perfil de velocidades lineal. El fluido esta confinado, no hay gradiente de presién, el fluido se mueve
porque la placa superior se mueve.

Existe una presién causada por el peso de la superficie superior debajo de este existird una presion P, masun A .

debido al peso de la placa.

pl+Ap

A = Peso
Area

Al ser esta mayor que las presiones de los extremos tiende a escapar. Es por eso que se utiliza el efecto cuiia. Si el
perfil de velocidades es lineal el gradiente de presidn es nulo.

Supongamos ahora el caso de dos superficies planas convergentes, la superior es fija y la inferior se desplaza a una
velocidad ¢. Como el caudal debe permanecer constante en todas las secciones y se genera una reduccién en la
altura en el sentido del escurrimiento, entonces, admitimos que en un lugar de la longitud de la cuia se tiene un
perfil de velocidades lineal.

En el ingreso la particula cuenta con una presion p, entre la superficie planay la cufia vale p, + Apy al salir lo hace

con P, nuevamente, lo que permite hacer este aumento de presion y soportar el peso de la superficie superior.

El conjunto p, +Ap multiplicado por el area de la cufia nos proporciona una fuerza dirigida hacia arriba que permite

soportar el peso. Es un fendmeno estrictamente fluidodindmico, si no existe cufia eso no puede suceder.
En un cojinete para lograr el efecto de cuiia el cilindro interior debe estar descentrado respecto al exterior.

Para comprender el fenédmeno de lubricacién es necesario el andlisis diferencial, si fuera integral se analizan las
propiedades de las superficies de contorno pero se desconoce lo que ocurre en el interior.
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Ahora el problema que tenemos es encontrar la forma de la superficie para dar el efecto de cufia. Existen muchas
variables, el tipo de soporte de la cufia origina un momento, para simplificar admitimos que existe un punto éptimo
dentro de la cufia en el que el perfil de velocidades es lineal.

En cojinetes de gran envergadura como ser una turbina, se utilizan patines sucesivos para cada uno de ellos existe un
perfil de velocidades.
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Escurrimiento Laminar para un tubo circular.

Nuevamente tendremos en cuenta las mismas hipodtesis, escurrimiento unidimensional, flujo laminar, el volumen de
control serd un anillo. Adoptaremos el sistema de ejes circunferencial de acuerdo al volumen de control
seleccionado.

Las condiciones son para I = I, estamos en el borde, parar = 0 estamos en el centro.

No existe componente de velocidad en el sentido de las I el escurrimiento es longitudinal.

Por lo tanto las tensiones tangenciales:

Fijo

= (a—u+@j—>@20—>r = du A
rx ll’l a ax 8X rx ﬂdr E
<
Fw+FaX==—Ipvdl+_[pv g

Lo siguiente es sumar las fuerzas que acttan sobre el volumen de control en la

0T dr 27z[r—£jdx+ +%ﬁ Zﬂ(r+£jdx:0
o 2 2 or 2 2

Como solo 7, depende de X se expresa en forma de diferencial total:

direccién de X. Por serie de Taylor:

[p—@%jZMdr—[p+—p%j2ﬂrdr—[r
oX 2 oX 2

Zap dx27zrdr—2m Lxr + 27 rxgdxr 2nr, dxﬁ—z oz, drdxﬁ
oxX 2 or 2 2 or 2 2
+ 27z OXr + 27 rxﬂdxr 2rt, dx£+2 %ﬁd ﬂ:
or 2 2 or 2 2
2P Mo edr 2297 Wi 27 x4 27 9% O e 4 27 axIF g
ax 2 or 2 2 or 2
P ir 2295 Y 1 27, 122 9% W 02 kI 20
oxX 2 or or 2 2
Zap dx 27rdr + ﬁﬂdxr +472'Z'rde£ =0
ox 2 or 2 2
p 07,
dx2zrdr + 27 —=drdxr + 27z, dxdr =0
ax or
op or
P dxardr + 7 o drdxr + 7z, dxdr =0
8x or
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p
— & r+ X+ x = 0
r

0
Dividiendo ambos miembros por X y despejando 6_p :
X

op or, 1
~ == t= Trx
OX or r

Utilizaremos la siguiente identidad:

or, 1 1 Ty
—+—r,=—d/ r—
onr r r dr

T
- r ™ dr

1 T 1 (dr dr 1dr 1 dr 1 dr
—djr—=|==d| —r, +r—= |==—71, +-r—>==7, +——
dr dr r dr r

Podemos reescribir:

Integrando:
op T
—|r=|d/ r—=
=g
2
P
oX 2
2
rxr_@r_ 1
ox 2
_opr. G
o2
Como 7, = 6—u
rx /’lar *
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Igualando:

du_opr

”E‘axz r
du :@Ldr+&dr
OX 2u ru

Integrando nuevamente:

2
C
=@ir—+—llnr+c2
oX2u 2 u
:@ir2+ﬁlnr+c2
OX 4u U
Condiciones de borde:
r=0ou=P1 2 Spnric, 5auc =0
OX 4u u
r=R—ou=0= p—r2+cz—>czz—% ! g
7 dx 4u

Perfil de velocidades media para un tubo circular.

Parar=0

_op-R’
ox 4u

Parar=R

U = OLa velocidad es nula en los bordes.
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Ecuacion de Hagen-Poiseville.

Por definicidon de caudal:

Q =Iv-dA=Tu-27zrdr
0

Ry D2 3
sz'ﬁ—p R (r—r—zJ 27dr

2 OX 4u

ap_Rz R re
Q=— 2 j(r——zj dr

ox 4u 0

R 2 4 \R

Q=PRpr

oX 4u 2 4R° ),

o B R, (R R
oX 4u 2 4
op—-R?, R?
Q- P-R', R
ox 4u 4
Qz_@izﬂR“
ox 16u
2 2 2 2 2\?
D _z(2R)f _74R* _ o aD :ﬂRz_)(ﬂD j (R
4 4
__o» 1, D
ox16u 16
4
o ® 1 D
ox16u 8
Q:_@Lﬂ[)“
ox 128u

7°D* =7°R* > R* :D—4
16 16
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. . - op e
Como en un flujo completamente desarrollado el gradiente de presién es constante 6_ , la presioén ird disminuyendo
X

en el sentido del avance del fluido:

x| |
Q=- _ﬂ LﬂD“
| )128u
DA,
Q=—_""*
1284

La ecuacién anterior se conoce como Ecuacién de Hagen-Poiseville, establece que en todo conducto en el cual su
seccion es despreciable con respecto a la longitud, la velocidad del fluido es funcidn exclusiva de la diferencia de
presiones en sus extremos.
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Flujo turbulento en conductos circulares.

Si consideramos un elemento de fluido en el interior de un conducto tendriamos una fuerza debido a la diferencia de
presiones:

2 2

(p_@%)zﬂ-r__[p_}_@%jZﬁr——l— z‘rx—i-%ﬂ 2mrdx =0
oX 2 2 oX 2 2 or 2

DP

d
—=F,+F,=—|pudV+ | puV.-dy=0
Dt sup mas dt VL J. y

SupC
Se iguala a cero porque estamos trabajando sobre el eje de las X .Finalmente obteniamos:

oP _ ot,,
ox  or

=Cte
El problema ahora se presenta cuando trabajamos con un fluido turbulento ya que, las tensiones tangenciales.

La expresion que vimos 7,, = £/— nos permitia afirmar, para un fluido Newtoniano, que 7., queda en funcién de
yX 8X yX

las derivadas primeras de las variables de campo. Al eliminar la componente vertical podiamos integrar y establecer
gue dependia solamente de un diferencial total.

Porque en la expresidén primera sigue el diferencial volumen. Porque estamos tomando al diferencial volumen como
un tubo y no como lo hicimos en el escurrimiento laminar.

Sabemos que el perfil de velocidades media de un escurrimiento turbulento es como sigue:

La figura a representa un flujo dentro de un conducto laminar con

e ) a)
. . . { Parabalic |

escurrimiento laminar, la b es para uno turbulento. { e\

N N

Existe una zona central en donde no existe variacion de la velocidad \ ,a' /
respecto al eje y, es decir la velocidad es constante. Por eso en la ecuacion @

o dr dr - M

principal no efectuamos el factor | r + — |y |  —— |ya que permanece |. V- \/

2 2 N e N

. . . | | |

constante. No seremos rigurosos en este caso, si colocdramos un dr \J — J

posteriormente lo tendriamos que integrar. Si, como es este caso, sabemos (&)
gue tenemos una zona central con velocidad constante y una variacién de la misma en cercania a las paredes del
tubo, no es necesario utilizar el dr .

Para un escurrimiento turbulento:
ou (7—7>
Ty =M——plU,V

Es un escurrimiento turbulento cuando R, >1100, son mayores las fuerzas inerciales. El primer término aparece en

;. . , . .. .- . . ’ .
régimen laminar. El segundo término aparece porque si bien es unidimensional, solo existe U", pero hay velocidades
fluctuantes en el sentido longitudinal X, por eso apareceu’, también hay velocidades fluctuantes en el sentido
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vertical V', al aparecer U'v'indica que estan correlacionadas. Es decir que existe una relacién entre la fluctuacién
horizontal y la vertical. El vinculo es el signo, si una va para arriba la otra va hacia la izquierda; si una va hacia abajo la
otra hacia la derecha. No son independientes, una implica a la otra.

ou
Este nuevo término se agrega a la tensidn tangencial original y muchas veces p(u’,v’) >> y&

En régimen laminar la transferencia de cantidad de movimiento es perpendicular al escurrimiento se produce debido
a la viscosidad, pequefios paquetes discretos de masa.

En régimen turbulento la transferencia de cantidad de movimiento perpendicular también es debida mayormente a
la masa. Ella transporta la cantidad de movimiento. El signo es negativo porque al tratarse de un continuo, al subir

una masa debe retroceder el otro paquete de masa que Capas 1.,  Unién Perfil
L. limite 10 Viscoso de las capas de velocidad
estaba originalmente. N \ crecientes ™ limite desarrollado u(r)
- = / |
~— = ‘-\_._ y I."I — I \,
El tubo se divide en tres zonas: EaR-=t Jﬁ/_,
- —F itr.0 , ()
. . ~ P P
a) Zona de comportamiento laminar, muy pequefia YAl
. - . .. - | |_ Longitud de entrada L, Regién de flujo _ 4 _
como si no existiera gradiente de presion, proximas (perfil en desarrollo) desamrollade. "
a las paredes.
Presion

b) Transferencia de cantidad de movimiento por o
de presion
¢ la entrada

Caida de presion
lineal en la zona
de flujo desarrollado

masas del fluido U'V’ alcanzan su valor maximo.

|
|
|
|
|
|
|
|
I
¢) Zona donde las velocidades medias son !

aproximadamente constantes. Hay pequefias

fluctuaciones de velocidades a causa de pulsos de

"

0
presion 8_p propios de la naturaleza del régimen
X

turbulento. Pero si se integra con el tiempo, se tiene velocidad constante. En esta zona no hay transferencia
de cantidad de movimiento.

Las tres zonas pueden dividirse en una zona de pegamento, una de greda y finalmente una de aceite.

A fin de ejemplificar, consideremos una autopista con muchos carriles, los automéviles de los carriles exteriores irdn
a una velocidad menor que los del centro debido a que pudieran tocar las paredes de la carretera. Si en los primero
30 carriles colocaramos algun adhesivo de contacto, la velocidad de los

mismos aminorara. {

J

[
Si un automovilista del carril de 200 km/h se desprende un paquete de s

galletitas, y este paquete impacta en un auto del carril de 120 km/h, la cantidad de movimiento transmitida es
minima, hablamos de un régimen laminar.

Si fuera el caso de que una persona salta por la ventanilla, a una velocidad muchisimo menor desde luego, la
cantidad de masa desprendida es muchisimo mayor. Los paquetes de masa transmitidos en un régimen turbulento
son verdaderos paquetes importantes de masa.

El término p(u',v')es la densidad del fluido, representa la masa que transmite la cantidad de movimiento en el

sentido perpendicular al escurrimiento.

Si existe un aumento de velocidad en U’ a esta le corresponde una disminucién de V'; si la primera es positiva la
segunda es negativa.
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Si se pasa de un carril de baja velocidad a uno de mayor velocidad o viceversa, la regla de los signos es siempre

negativa.

En las cercanias de las paredes del tubo el perfil de velocidades es lineal, escurrimiento laminar, si bien existe
gradiente de presion, es tal la rugosidad de las paredes que las particulas se mueven como si fueran arrastradas
Unicamente por la placa superior.

El perfil de velocidades en la zona central es constante mas plano que en un régimen aminar, si bien el escurrimiento
es unidimensional, hay fluctuaciones en el eje vertical, pero son instantdneos y aleatorios. Si se integra respecto del
tiempo, no hay un desplazamiento de masa neto en el sentido vertical.

La naturaleza propia del escurrimiento turbulento origina pulsos de presidon que generan las fluctuaciones de
velocidades.

Trabajaremos un poco la expresién anterior:

Dividiendo por p :

V= ﬁViscosidad cinematica.

yo)

La operacidn anterior da por resultado la velocidad de transferencia de masa.

ou
V— Indica la cantidad de movimiento en el sentido perpendicular a la trayectoria régimen laminar.

u’,v" Indica la cantidad de movimiento en el sentido perpendicular a la trayectoria régimen turbulento.

Es la capacidad que tiene el flujo para transferir cantidad de movimiento en el sentido perpendicular al movimiento
teniendo en cuenta que se realiza por efectos viscosos e inerciales.
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Si buscamos la proporcidn que existe de un efecto respecto al otro podriamos realizar el cociente:

ou —
v——u',v

Veamos que sucede en cada caso:

u’,v' =0 — v Muy grande. La transferencia de cantidad de movimiento la produce la viscosidad. Zona de Borde.

Yy 1 ou -\ L= . _

== 5 Borde - — =0 — u’,v' = Maxima La cantidad de movimiento la produce la masa.

r

y ou 7 . . . . .

= =1= Centro > — =0 —Uu’,v' = 0No hay gradiente de velocidad ni masa. La transferencia de la cantidad de
r

movimiento la produce las fluctuaciones, la propia naturaleza del fluido.

Existen tres zonas de transferencia de cantidad de movimiento perfectamente definidas, por transferencia de masa
predomina p(u',v'), flujo laminar donde se hace a través de la viscosidad g, y la ultima en la zona central propia de

la fluctuaciones de la naturaleza del flujo turbulento.

Consideremos un fabricante estructuras metalicas como por ejemplo un carpintero de un pequefio pueblo, en
semejanza con el flujo laminar de las paredes, y una compaiiia productora de tubos sin costura como por ejemplo
Grupo Tenaris, de semejanza a la zona central del flujo turbulento, las estructuras organizativas son completamente
diferentes; en la zona de transicién de fluctuaciones nos encontramos con las Pymes. La universidad actia como
nexo a fin de generar pensamiento critico en el alumno y despertar el desarrollo cientifico, con el fin de fortalecer la

soberania de un pais.

En un escurrimiento laminar las expresiones diferenciales se obtienen y pueden integrarse ya sea Unicamente por
fuerzas viscosas, placa superior con movimiento, perfil de velocidades lineal, o bien ambas fijas perfil de velocidades
en forma de parabola, las expresiones pueden integrarse y se encuentra un perfil medio de velocidades.

En un perfil de velocidades ocurren tres fendmenos simultaneamente no hay forma de encontrar un perfil de
escurrimiento turbulento, no puede interpretarse como un continuo.

Energia. Consideraciones Intermedias.

Consideremos el escurrimiento de un fluido ideal a lo largo de un tubo de seccidn constante si aplicamos Bernoulli

tenemos:

2
£+V—+z=cte
y 29

Energia de presién mas energia cinética expresada en unidades de longitud mds zZ que es la energia de posicion.
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Consideremos cinco puntos ubicados sobre una tuberia:

2 2
v v
&+L+zl:cte—>&=0/\L:0:>H =2

7y 29 /4 29

En la parte superior del tanque, superficie libre, la presidon debida al fluido es nula asi como la velocidad de la
particula.

2 2
Vv Y
P2 + -2 +ZZ=Cte—)ZZ=O/\_22 =0=>H=—

y 29 g /4

La velocidad es nula debido a que estamos en el interior del reservorio aun, la altura es cercana a la base por eso es
cero,

2 2
v v
&+i+23:cte—>23:0:H:& =

y 29 y 29

La energia de posicion es nula porque estamos cerca de la base pero tenemos energia de presién y debida al
movimiento de la particula.

2 2 2
v v v
&+i+z4:cte—>24=0:>H P Va _Ps Vs

7y 29 y 29 y 29

Como estamos considerando la particula dentro del tubo de misma seccidon, no se producen variaciones apreciables.

2
v
&+L+25 = cte

y 29
Corresponden a una linea de corriente por eso es igual a una trayectoria constante.

De esta forma pueden trazarse las lineas de los diagramas de alturas totales correspondientes a la suma de la
p v? v?

energia de posicion z, de presién o eldstica — y energia cinética 2— Si se desprecia la 2— lo que obtenemos es la
Y

linea de alturas piezométricas. Generalmente se desprecia porque es muy pequeia con a energia de presion.
Vamos a considerar a continuacién un fluido real:

Clase 7 hora 01:20:14
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Maquinas Fluidodinamicas

Los diagramas de velocidades ideales se muestran en la figura de la derecha; se considera que el fluido entra en el
rotor en I =1, con la componente de la velocidad @, paralela al dlabe, con un angulo £, y la componente
circunferencialu, = @- 1, igual a la velocidad de la punta
de los alabes a la entrada del rotor. Su velocidad absoluta

a la entrada es entonces la suma de los vectores @, y U,,
representada por C,. Andlogamente, el flujo de salida en
I =r,tiene dos componentes: @, paralela al alabe, con un
angulo f,, y la velocidad del borde de salida U, =@-r,,

dando como velocidad resultante C, .
iy = ('JiH'l

Partiremos de la hipdtesis que existen infinitos alabes por
lo tanto, la configuracién descripta va a ocurrirle a cada
una de las particulas que ingresan, es asi que todas

ingresaran con una velocidad C, y van a salir con una

velocidad C,, C, es la composicion de U, y @;; C, es la

composicion de U, y ®,, insistimos en que todas las

particulas de ingreso tienen estas componentes ya que por hipdtesis se tienen infinitos alabes y ademas tienen la
misma forma.

Para explicar el funcionamiento de una bomba elemental utilizaremos las leyes de la fisica, tales como, la segunda
ley de Newton, el principio de conservacién de la cantidad de movimiento o momento cinético, porque no debe
olvidarse que la maquina esta rotando por lo que, si existe un momento angular, hay un giro con respecto a @.

Para ampliar la introduccién dada, si construimos los triangulos de velocidades para C,; tendriamos que el dngulo que
forma u; con C, sellama ¢, es el angulo de la velocidad tangencial de giro con el dngulo de las particulas del fluido,

y @, forma un angulo con la horizontal al que llamaremos /3 . Para la salida puede hacerse un analisis similar

Siempre el angulo ¢, es el dngulo que forma la velocidad absoluta de la particula C,; respecto a la velocidad de giro
U, en el sentido angular; /3, es el dngulo que forma la velocidad relativa de la particula @, respecto al alabe @, , y la

continuacion con la recta de accion de la velocidad U, . Se los conoce como angulos caracteristicos.
Comenzaremos con la primera ley de Newton:

7-Q
=—(C, -
; (

F=ma cl)—>F=ma=p\T/(c2—cl)=ma

Recordando la definicién de momento cinético para turbomaquinas’:
M=p- Q(rzctl - rlctl)
Que también podemos expresarlo como:
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M = u (Czlz - Clll): E(Csz cos e, —C,R, cos 0‘1)
g9 g

Las ecuaciones que pueden aplicarse son fuerza igual a masa por aceleracion F =m-a, que puede expresarse

\Y
Yo, :Z, dimensionalmente nos esta dando densidad, caudal es volumen en unidad de tiempo Q :T' C,—C,es

una diferencia de velocidades, es decir, sobre tiempo nos da la aceleracién, densidad por volumen es masa, lo que
nos esta dando es la diferencia en la entrada y la salida, también se puede expresar de esta manera, por los que
dimensionalmente es consistente.

Es decir lo planteamos de esta manera porque la diferencia se da en el volumen de control que estd un infinitésimo a
la entrada y un infinitésimo después de la salida. Por lo que cuando el fluido atraviesa la superficie del volumen de

control hipotético, es como ya mencionamos, tiene una velocidad de ingreso C, y una de egreso C,, en donde C,
ingresa en una inclinacién que no es normal a la superficie tras el caudal, en donde C, es perpendicular a la

superficie de salida tras el caudal.

Se tiene una velocidad C, y la diferencia con el area a la salida que es toda la envolvente, porque en otro sentido no

puede haber escurrimiento ya que esta la carcasa, para abajo tampoco puede salir, por el Unico lugar que puede salir
es transversal al alabe.

En definitiva lo que estamos haciendo es un analisis integral. El volumen de control es fijo, lo que se mueve es lo de
adentro. Los diversos procesos que se dan dentro del mismo no pueden escapar a los limites del mismo.

Recordamos que la eleccidon del volumen de control es clave ya que una incorrecta adopcion podria trasladar
complicaciones en vez de simplicidades, como por ejemplo distintos angulos de velocidades. Se intenta de qué
Unicamente sobre la superficie de control aparezca la velocidad del fluido. Como la superficie del volumen de control
es un infinitésimo antes y un infinitésimo después del alabe, no aparece la velocidad de giro en el sector de la
superficie. La eleccidn de la superficie de control debe ser tal que permita analizar las caracteristicas que desean
obtenerse, en nuestro caso, las velocidades.

Si tomamos a la fuerza entre la entrada y la salida, y unimos con una linea imaginaria un punto de la periferia del

alabe, la distancia considerada serd T,, que es el radio desde el centro a la periferia, de la misma manera podemos

considerar T, .

Si continuamos la recta de accién de C,, y trazamos una perpendicular a la misma, dicha componente produce un
momento, aparece una fuerza por una distancia, un brazo de palanca, porque es evidente que C,, en este marco de

referencia son componentes de fuerzas.

Si a C, multiplicamos por una constante, debido a que el caudal de ingreso es

igual al de egreso, por lo tanto si a una fuerza la multiplicamos por el brazo de - o ”
palanca del centro de giro produce un momento, dicho brazo lo llamaremos Iz- At g
Trazaremos a continuacion el triangulo de velocidades sobre uno de los alabes, '

C,, ,, U, yeldngulo se llamarad £,

Si a, estd dada por la continuacion de la horizontal con la tangente al punto, es decir a un lado tendremos un

angulo recto y en el otro extremo 90 — &, . Por lo tanto |, que es brazo de palancaes I, COS ¢, .
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Si escribimos el momento tendremos:

7-Q

M :%(czl2 —¢l,)=%—(c,R, cosa, —¢,R, cos e, )

El mismo analisis para |, puede hacerse par |, .

Las longitudes dadas son dificiles de medir ya que no es posible medir la recta de accién de la particula, la
prolongacidn de la recta de accién de la velocidad y la perpendicular a esa recta imaginaria que pasa por el centro

nos da |, . Por lo que no hay forma de hacerlo en la practica, aunque matematicamente sea correcto.

Ahora bien la potencia es el momento por la velocidad angular @, luego de hacer distributiva, llegamos a la
expresion:

P=M -a)=%(cz cosa,R,m — ¢, cosa,R,w)

La expresién C, COS«,, nos da una proyeccion de C, en la direccién de U, entonces podemos agregar que C,, esC,

proyectado sobre U, , ademas es evidente que:

2m
0=——

60

2m
"0 "
u, =7zd,n

Finalmente obtenemos la potencia de un fluido entre la entrada y la salida.

N:@(

Cuu; — Cluul)

Desde nuestro plateo inicial lo que hicimos fue un reemplazo de expresiones partiendo del momento angular y la
potencia.

Ahora bien, la potencia hidrdulica se define como N, =)QH, como y es peso especifico, es peso por unidad de

volumen. Es decir una fuerza por unidad de volumen, el caudal es el volumen en la unidad de tiempo,y H es la
columna en metros de agua, por lo que es una longitud, fuerza por distancia obtenemos momento en la unidad de
tiempo, es potencia. Es decir nos estd dando el peso de un fluido para un caudal que se puede elevar a una
determinada altura.

Si igualamos la potencia hidraulica a la potencia de salida, ahora despejaremos la altura a la que podria elevarse el
fluido a la salida.

=

g G U; — Cluul)

N, =QH =
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Estas relaciones se conocen como las ecuaciones de Euler de las turbomaquinas e indican que el par, la potencia y la

altura manométrica ideal son funcién unicamente de las velocidades de las puntas de los alabes u, , y de las
componentes tangenciales de la velocidad absoluta C,_,, con independencia de las velocidades axiales, si las

hubiera.

Por ultimo obtenemos la altura manométrica que tendria el fluido una vez que sale, por la diferencia que se produce
de energia, de altura o de potencia, en la entrada de la bomba y a la salida, siempre debida a la ganancia de presion.

Si recordamos el ejemplo del lavarropas una particula que ingresa por el solo hecho de estar girando, a la salida gana
energia de rotacion, en nuestro caso la particula de la periferia tiene mayor presion. Las particulas se dirigen desde
el centro a la periferia porque con el sélo hecho de rotar se genera una accién centrifuga que origina una aceleracion
centripeta hacia afuera. En este caso la particula no puede salir porque es un recinto cerrado, por lo que eleva su
altura, en otras palabras se “levanta”. En la bomba la particula ingresa y egresa, pero este escurrimiento debe
realizarse en forma ordenada, para lo cual colocamos un alabe.

Ahora bien observamos la apariciéon de C,,, que viene a ser la proyeccion de C, en la direccién de giro, U, no puede

ser cero porque es la velocidad del alabe, C,, Unicamente puede serlo si C,es perpendicular a U,. En ese caso

estariamos afirmando que la particula no se desplaza en ningin momento de su destino, mas precisamente como si
la particula ingresa y sale y en ninglin momento se acopla al alabe, afirmamos que la particula debe desplazarse con

el alabe, sino ésta no tendria componente C,, . La velocidad @ es la velocidad relativa de la particula sobre el alabe,

porque debe moverse sobre el alabe indiscutiblemente ya que por hipdtesis existen infinitos alabes y siempre lo hara
sobre el mismo alabe. El alabe es lo que proporciona la potencia la particula.

1
H= E(CZUUZ - Cluul)

Esta es la altura, la energia que posee la particula a la salida, a simple o AT
vista no podemos apreciar la energia expresada como (CZUU2 —cluul), & ’ -
g o @
es decir la diferencia entre los productos de una proyeccién en el i i ‘,”
i — "
sentido de giro y la velocidad de giro a la salida y la entrada. Para poder B e—————
comprender mejor esta forma de energia aplicaremos el teorema del (R

seno y del coseno

Teorema de coseno
2 2 2
C, +U, —w,
2

2 2 2
C, +U, —w

2

w,” =¢,” +U,” —2U,C, COSa, = U,C, COS, =
2 2 2
@~ =C +Uu,~ —2u,c cosa, = U,C,Cosa; =

Teniendo en cuenta las proyecciones podemos expresarlo como:

C,uU, = U,C,COS,
¢, U = U,C COS ¢ty
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Teniendo en cuenta la expresion vista en clases anteriores referentes a la altura tedrica infinita y efectuando los

calculos con la ayuda del teorema del coseno llegamos a:

H. ==
Too g 2
H =% -c” +u22_u12 _,_0)12_5022
T2 29 29
Q@ ? - ?
H, =Hp, +Hp, +———2
Too Doo Poo zg

H-., Altura tedrica infinita. (Fluido ideal, no existen efectos viscosos). El simbolo « corresponde a los alabes.
H ., Altura de presién.
H . Altura dindmica.

P~ en donde debe cumplirse:

Existe un nimero adimensional p =
Too

p=1= H;, =H,, Laaltura total es igual a la altura de presién. H,, =0=¢, =C, la particula no sale. Que es

un hecho imposible.

El caso de p =1solo existe si desaparece la velocidad de ingreso de la particula C,y solo tendriamos C,.Como es el

caso de las bombas volumétricas. En donde basicamente el dispositivo toma pequeiios volimenes y los desaloja
rapidamente, pero debe entenderse que hablamos de fluidos compresibles, que escapan al alcance de la asignatura,
ya que Unicamente nos ocupamos de la cinematica y la dindmica de fluidos que por hipdtesis son incompresibles.
c,”—¢’
21 En este caso la diferencia cuadratica de las velocidades de ingreso y egreso de la particula nos dan la
29
energia cinética de la particula, dividida entre la gravedad consistentemente nos da unidades de longitud.
2 2

u, —u
—2 1 En este caso la diferencia cuadratica de las velocidades de giro en la periferia tanto para el ingreso y

29
egreso de la particula nos dan la energia de presidn, dividida entre la gravedad consistentemente nos da unidades de

longitud.

2 2
1 2_ En este caso la diferencia cuadratica de las velocidades relativas de las particulas sobre el alabe en el
29
ingreso y egreso de la particula nos dan la energia de presion adicional por la forma de los alabes, dividida entre la
gravedad consistentemente nos da unidades de longitud. La razén por la cual se invierten las diferencias es porque

. . A 2 2 . . .
en la periferia la velocidad angular disminuye; @,” > @," El caudal es el mismo por ser un proceso estacionario, pero

aumenta la seccion de paso, la velocidad de la particula sobre el alabe en el sentido del escurrimiento debe disminuir

en la salida.
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Podemos observar que la particula adquiere ganancia de energia cinética, ganancia de presidn por el solo hecho de

estar girando, y una ganancia adicional debida a la forma de las alabes. Lo que nos interesa en nuestro estudio de
bombas centrifugas es que la ganancia de presidon sea maxima, la primer forma queda reducida a las bombas axiales
que veremos mas adelante.’

Insistimos en que la particula sale de la bomba al exterior debida a C,,, cuando ésta sera imposibilitada de salir
cuando la proyeccion de C,sobre U, sea nula es decir, ambas sean perpendiculares, las ganancias adquiridas seran
mayores cuanto mayor sea el médulo de C,, . El valor de U, queda definida por la configuracién geométrica que se
adopte, 7 es una constante, d,puede ser variable, y nquedara definido por el motor eléctrico a acoplarse, como
puede apreciarse son condiciones externas a la bomba. Los valores que tienen incumbencia sobre la bomba son C ,

y @,_,.La primera queda definida por la red del suministro de agua y la segunda por la forma en que sea torneado el

alabe.

En mecdnica de fluidos habiamos comenzamos con la presentacion de un campo de velocidades, y ahora estamos
viendo tridngulos de velocidades de un fluido dentro de maquinas fluidodinamicas, a modo de fijar conceptos todas
las afirmaciones vistas son Unicamente validas cuando el fluido posee movimiento. Es una maquina que transforma
energia en otra forma de energia en nuestro caso, energia mecdnica en cinética y de presién, y al haber una
velocidad de ingreso y egreso tenemos las Ecuaciones de Navier-Stock. Las particulas antes de ingresar a la bomba se
mueven por un conducto cerrado, en donde pueden intervenir un fluido ideal, real, linea piezométrica, Teorema de
Bernoulli, analisis integral, primera segunda ley de Newton, conservacidon del momento cinético. Seria muy dificil
realizar un andlisis diferencial, ya que tenemos movimientos entre el alabe y la particula. Lo que nos hace
conveniente la eleccién de un volumen de control y la seleccidn de las superficies del mismo es que sélo tenemos
datos a la entrada y a la salida de la bomba, no sabemos lo que sucede en el interior de la maquina sélo tenemos
registros de las magnitudes de las velocidades es en el flujo de ingreso y egreso, correspondiente a la superficie del
volumen de control seleccionado (analisis integral). En el caso de un incendio usted estarad preocupado por salir del
edificio, no como va a chocar con otras personas mientras escapa.

Sabemos que la particula adquiere energia, como consecuencia de la diferencia que en la velocidad de ingreso y

egreso; lo que buscaremos es que la potencia hidraulica H;_ sea maxima (altura de presion),

Necesitamos que la energia cinética sea minima y la de presién sea maxima por lo tanto H_ tiene que sea cero,
teniendo en cuenta la expresion:
c,” —¢ _ . ,
H,, =—=———, es evidente en este caso que C no puede ser cero ya esta es la velocidad de ingreso de la
29

particula, en principio no podemos tener una H_nula, pero si podemos reducirla al minimo, para ello vamos a
eliminar una de sus componentes, especificamente la proyeccién sobre U, es decir
Cy = Opor lo que C,debe ser perpendicular a la bomba. Esto puede lograrse colocando

unos alabes directores que lo canalicen perpendicularmente, es decir en el ingreso se le
da cierta curvatura para que el fluido ingrese perpendicular.

No debe perderse de vista el fin practico de este analisis que consiste en construir la
maquina, para ello lo primero que hacemos es adoptar un caudal de entrada, se define el diametro de la brida, tanto

para el ingreso y el egreso, y finalmente se determina la velocidad C, que debe ser perpendicular (para no tener

componente sobre el sentido de giro), para que a la salida la potencia sea maxima, el valor de U, =7 -d, -n puede
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calcularse con los datos impuestos. Adoptamos una escala y a continuacidn trazamos el tridngulo de velocidades,

como base colocamos U,y perpendicular a ella C el tridngulo se cierra con la componente ,, ademas podemos

obtener el valor de /3, con este angulo el constructor puede darle la forma al alabe. En este punto dimensionamos el

sistema a la entrada.

Ahora, de la misma manera que determinamos las caracteristicas de torneado para la
entrada, veremos cdmo obtenemos las de la salida. El andlisis visto hasta el momento
corresponde a un Unico caudal porque si este variara deberdn repetirse los calculos para
dimensionar nuevamente la mdaquina. Si el caudal cambia, la particula en su ingresé

buscard f al no encontrarlo chocara contra el alabe aumentando las pérdidas. La

maquina va a funcionar igual, pero no es el punto 6ptimo de diseio, afectando el
“rendimiento”, destacamos que no es apropiado utilizar este término ya que estamos hablando de condiciones
ideales.

Nuevamente U, = zzd,N es dato, el caudal Q =7d,b,C,, en donde C,  es la componente meridional a la salida, es

la velocidad perpendicular a la salida, despejando obtenemos:

Com = También podemos considerarla como un dato. Lo que no podemos definir por el momento es el angulo
22

[, que por el momento quedard indefinido, no pudiendo asi cerrar el tridngulo a la salida. No podemos determinar

con precision el angulo de torneado a la salida.

H Zé(czuuz _Cluul)jclu =0=H :%(CZUUZ)

9

C C
tgfB, = 20 = x =20
9h, == 9p,

1 Copm
Hy,=—U, U, - :

9 9/,

Ahora bien sabemos que C,  es perpendicular a U,y por lo tanto coincide con C,, entonces haremos la siguiente

afirmacion: C,, =C,,,no debe perderse de vista que nuestra intencion es desarrollar estas herramientas

trigonomeétricas intermedias para alcanzar a una expresion de las caracteristicas de la salida del fluido.

El caudal a la entrada esta dado por:

Q=ndbc,, = 7d,b,c,,,
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Ho, ==ulu-——|==
™og 7 adyb,tgp,
A:auzz
B=—2

ad,b,g
H, = A-B-2
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Q _ 1, _ UZQ
g °  d,b,0tgp,

Ademas aclaramos que C, =C,, porque el fluido ingresa perpendicularmente. Normalmente se impone que la

velocidad de ingreso sea coincidente con la velocidad en el sentido meridional. Para ello se busca en la practica una

relacién entre b, = b, .

Los valores que pueden ser determinados a través de mediciones los agruparemos en constantes como lo son Ay

B, es decir corresponden a las condiciones de la maquina que se adopten es decir las caracteristicas geométricas; el

caudal y el dngulo de salida no pueden ser incluidos en estas constantes. Esto nos permite cuestionarnos como

podemos obtener informacién de /3, vinculandolo con el caudal. La Ultima expresién nos muestra la relacién lineal

existente entre H;_ y Q.

La altura manométrica varia linealmente con el caudal Q,

1 2
tomando el valor A=—U," para caudal nulo, donde U, es la

velocidad del borde de salida del alabe. La pendiente es

negativa si [, <90° (alabes curvados hacia atras) y positiva

para f3, >90° (dlabes curvados hacia adelante). Este efecto se

muestra en la figura y sélo es aplicable para caudales bajos. La

altura manométrica real de una bomba para caudal nulo es sélo

un 60 por 100 del valor tedrico. Con el empleo de la

!

Altura
manométrica

H

Inestable: puede originar oscilaciones de bombeo

5 > 90° (Curvado hacia adelante)

\ B> = 90° (Alabes radiales)
B> < 90° (Curvado hacia atras)

Caudal O —

anemometria laser doppler® se han podido realizar medidas detalladas del flujo tridimensional en el interior de

bombas, animando incluso los datos en forma de pelicula.

De las tres alternativas presentadas deduciremos cual es la que produce el funcionamiento optimo de la maquina.

Cuando la pendiente de la curva de altura manométrica es positiva, el flujo puede ser inestable y presentar

oscilaciones de bombeo, un fendmeno oscilatorio en el que el punto de funcionamiento de la bomba “persigue” al

punto de funcionamiento normal. En el caso de bombas, las oscilaciones de bombeo pueden dar lugar a un mal

funcionamiento de las mismas; sin embargo, en el caso de compresores pueden presentarse problemas muchos

mayores. Por esta razdn se prefiere generalmente un disefio con alabes radiales o curvados hacia atras.

Dada la expresién vista, multiplicamos y dividimos por dos:
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1 21 , ., He, . .
H., :_(Czuuz):__(czuuz)' ademas sabemos que el grado de reaccion p =——energia de presidn sobre
Too
2 2
C, -G

energia total, recordando que la altura dindmicaes H,, = , si utilizamos Pitagoras obtenemos que:

29

2 2 2
C, =Cy +Cyy

2 2 2
C =Cy +Cp
C,, +C 2—(0 24c 2)2
H, =-2——2" 2 W__n /. Ademés la méaquina se disefia para que C,, =C,. y C,, = 0entonces:
2
CZ
HDoc = -
29

Aclaramos que el caudal asi como las velocidades son aproximadamente iguales, asi como también la seccidn, lo que
mantiene la proporcionalidad entre las secciones es el perimetro, es decir el ancho de la seccién, que es mucho
menor en la entrada que en la salida.

HToo = HDoo + HPoo

21
HPoo = HToo_HDoo :EE(CZUUZ -

29 29
2C2uu2 CZu2
P Hp, _ 2¢ _2C2uu2_c2u2 29 :2C2uu2_C2u2 1— C2u2 —1_ Cou
H, 21 (Cz Uz) 29 2C5,U; 2C,,\, 2Cy,U; 2u,
2g

ﬂZ HTOO H Doo H Poo p C2U
$<90° | 0 0 0 |10
2 2 2
ﬁz — 900 CZu CZu CZu 1 u2
29 29 29 | 2
2 2
B, >90° 2u,” | 2u, 0 0|2,
g g

Hora clase 9 02:01:24
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Referencias:

1- Fluid Mechanics - Frank M. White — “Momento cinético” Pag 160.

2- Recuerde el ejemplo de congestionamiento vehicular dentro de un tudnel con una curva a 90° (bomba
centrifuga), o bien un tunel recto (bomba axial).

3- Elanemdmetro laser permite medir velocidades de fluidos, sean estos liquidos o gaseosos, sin interferir en la
dindmica de estos. Su principio de funcionamiento se basa en la interferencia producida por particulas
suspendidas en el fluido que dispersan la onda electromagnética proveniente de un haz laser.
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Parametros de Diseno.

En base a un caudal Q adoptado, las condiciones de disefio que encontramos en el tema anterior fue que ¢ =90°

1
para que H;, = —(CZuuz)sea maximo. Ademas concluimos en base al grafico de alturas hidrdulicas que para que la
energia de presiéon H,_ sea mayor a la energia cinética H,, debe cumplirse que £, <90°.

Adoptamos que [, <90°debido a que las lineas de corriente tienen un comportamiento lineal, es decir, es de
esperar que el sistema de escurrimiento tenga lineas mas paralelas. Si [, =90°el alabe deberia tener una
contracurvatura para dirigir al fluido y lograr que w, sea perpendicular a U,, lo que originard es un desprendimiento

del fluido respecto al alabe. Si 3, >90°Ia zona de desprendimiento aumenta en el otro sentido. En los tltimos dos
caso se producen perdidas por desprendimiento, porque no pueden sostenerse los lineas de corrientes paralelas
entre si; En los casos mencionados la H,_ disminuye, si bien excede a los objetivos del curso, intentaremos
simplificar y explicar los conceptos, las lineas de corriente formadas en un punto especifico sobre la superficie de

control, forman el triangulo de velocidades visto, se origina un el embudo, en el cual las lineas de corriente pasan de
una forma uniforme a una zona de desprendimiento induciendo remolinos y posteriormente pérdidas. Finalmente,

paraque H,_ aumente respectoa H tiene que existir un escurrimiento constante y uniforme.

Hasta el momento realizamos el analisis integral en base a la superficie del volumen de control adoptado, ahora
intentaremos explicar como se comporta la particula en el interior de la bomba, ademas de deducir cual es la forma
gue deberian tener los infinitos alabes.

Para comprender lo que sucede en el interior de la bomba, y dado que existe la imposibilidad de realizar un andlisis
diferencial, debido principalmente a la presencia de velocidades relativas entre particulas, y siendo uno de los
objetivos que nos interesa, conocer la forma del alabe, aplicaremos Bernoulli, porque su enunciado establece que a
lo largo de la trayectoria de una particula la sumatoria de las energias deben ser constantes para un fluido ideal.

la H;_ debido a las H, y H, serd nuestra energia, recordando la hipétesis de infinito numero de alabes,

escurrimiento irrotacional, por ser infinitos numero de alabes es irrotacional es decir cada punto tiene la misma
velocidad, fluido incompresible e ideal.

Recordemos la expresion:

1 C
=—U,| u, ——2"
2

9 t9p,

La misma hace referencia a una forma de energia que se produce en el interior del rodete, compuesta por dos
formas de energia basicas cinética y de presion. Lo que interesa en nuestro anadlisis de bombas centrifugas es que

H,,, se maxima y ademas por el solo hecho de rotar las particulas que estan mas alejadas

ganan presion.

Preguntese usted lo siguiente, dado un fluido en reposo él cual comienza a girar a una

determinada velocidad angular @ cual debe ser la altura recipiente para que no rebalse.

Por ejemplo una licuadora. En nuestro caso el fluido debe ingresar y salir con la mayor
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ganancia de energia posible.

Vamos a recurrir nuevamente al triangulo de velocidades para nuestro analisis.

La componente C,, nos indica una velocidad en el sentido de giro, debe estar dirigida hacia afuera, pero acompafiar
al giro para absorber el momento angular. Por ejemplo el empuje que recibe un individuo al salir de un
establecimiento si las condiciones climaticas fueran con presencia de vientos fuertes, el viento ejerce un momento

respeto a la velocidad de la trayectoria original. Si C,, = 0la particula ingresa y sale de la bomba en forma recta, es

decir en ningin momento la arrastro el alabe. Esto no puede suceder ya que estamos en presencia de infinitos
alabes.

HToo = HDoo+HPw+HDoo

y :sz_clz +u22_u12 +a)12_a)22
o 2g 29 29

Aplicando la ecuacién de Bernoulli a la entrada y a la salida del rodete, incluyendo la H;, suministrada, obtenemos:

2 2

Z, +&+—+H 22+&+—

7y 29 7y 29

Reemplazando H_,
2 2 2 2 2 2 2 2
c, — u,”—u - c

zl+&+cl—+ 2 ~4 b W @m0 2+&+i
y 29 29 29 29 y 29
2 2 2 2 2 2 2
Z+ Py +C2 ST T S N TP B

y "29 29 29 29 29 29 29 ° 7 2g

2 2 2
z+&+ 4o e w—2=22+&
y 29 29 29 29 Y
Agrupando convenientemente a ambos lados de la ecuacion:
2 2 2 2 2 2
zl+&—ui+&:zz+&—ui+w—2:cte:z+£—u—+w—:cte
y 29 29 y 29 29 y 29 29

La nueva expresion de Bernoulli corresponde a la existencia del
movimiento relativo entre particulas.

Vamos a tomar nuevamente nuestro rodete y consideraremos un
radio de curvatura comprendido entref,y I,. Si existe C,,en el ™"
punto considerado, por principio de conservacién del momento

angular vendrd estd acompafiada de un momento angular M
sobre la particula.t
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Entonces si hay un momento angular que C,,se traslade en el sentido de giro, es evidente que debe existir un

momento contrario, principio de accién y reaccion. Como estamos hablando de un fluido ideal la Unica fuerza
superficial que puede haber son las debidas a la energia de presién, no hay fuerzas tangenciales. Sobre el punto
indicado sobre el alabe se genera dicha fuerza perpendicular a la superficie, esta fuerza normal origina una variacidn
de presion A, ; el momento que se opone a la causa que lo origina, produciendo energia, podemos expresarlo

como:

Al existir infinitos alabes podemos considerar que en el punto de estudio existen dos particulas infinitamente
proximas, separadas por el alabe y en contacto con la superficie, que estaran siempre sobre la misma linea de fuerza,
tendra un momento, a la cual también aplicaremos Bernoulli.

2

2 2 2
u u’
L S NI WP B S

y 29 29 ° y 29 29

Si consideramos que las particulas se encuentran a la misma altura z, =7,, @, =®,, U, =U,, lo que nos da por
resultado:

&:&: p=p,=>A,=0

Lo que nos dice la ecuacidn anterior es que las fuerzas en el punto serian iguales y contrarias y el momento nos
guedaria:

r_ _ tiende
M'=A, - r=0-r————o

Los que nos proporciona una indeterminacion, lo que nos permite decir es que hay alabes finitos, nuestras hipétesis

iniciales ya dejan de ser aplicables, tendremos tridngulos de velocidades diferentes tanto a la entrada como a la

salida. Ahora bien seguimos teniendo una velocidad uniforme dirigida hacia la salida y ademas se adiciona una

velocidad en el sentido del escurrimiento de un lado del alabe y del otro lado en el sentido contrario.

Si consideramos la suma algebraica de las velocidades mencionadas obtenemos un nuevo grafico, resultado de la
superposicion de ambas, que origina una pardbola. Si no se

. , , , Baja presién
cumpliera la particula atravesaria la bomba y no absorberia R e
momento. Es decir transferencia de cantidad de movimiento. = /,T-> = Aavelocidad
2 = = ,'7\)

—

=

Exigimos entonces que A, #0. La forma del alabe es la que

generara la diferencia de presidén necesaria. Por ejemplo el ala de - —
= — Baja velocidad—

=== ==—°

un avién. La particula que recorre el perfil por arriba recorre

> > > > > > > > > > > > > > > > >

menor longitud que la que lo hace por debajo, la que atraviesa el Alta presién

alabe por arriba lo hara a mayor velocidad que por debajo, es asi que la presion sobre el alabe serd menor que por
. . o . .z 2

debajo. Lo que se conoce como principio de sustentacién.

Lo que intentamos explicar el escurrimiento que atraviesa un perfil aerodindmico automaticamente recibe una
fuerza perpendicular a la trayectoria que se denomina fuerza de sustentacion. Dicha fuerza separa las lineas de
corriente generan un momento y finalmente produce la sustentacion.
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Aclaramos que no es posible este fendmeno desde el punto de vista de un fluido ideal, ya que lo que

verdaderamente existe es un desprendimiento de capa limite de un fluido viscoso real. Estamos trabajando con un
fluido ideal y no podemos justificarlo como realmente se comporta. Intentaremos hacer la abstraccidn matematica
de este fendmeno real, conviniendo previamente la existencia del fenémeno anterior descripto.

Por lo tanto si en la parte superior del alabe se aceleré la particula debida a una diferencia de presidon. Agregaremos
una integral de circulacién, que defina una velocidad de giro @;en el sentido opuesto. Este artificio matematico
intenta reproducir un fenédmeno fisico de la componente de velocidad mencionada que no interviene con el

fendmeno de escurrimiento de fluido, entonces, a la salida va a adicionarse a la velocidad @, por ser colonial con ella

y de sentido contrario la velocidad C, se habra modificado.

A continuacién esquematizaremos como afectaria la introduccion de @, al diagrama de velocidades original:

C"2u Cay

Al disminuir C,, comparandola con la original, se produce la diferencia A,y hace que aparezca la fuerza de

sustentacion perpendicular a la trayectoria sin hablar en ningin momento de un fluido real.

Nos encontramos ahora que el efecto de la integral de circulacién aumenta una de las velocidades y reduce la otra,
ya no son iguales @,y @,, es decir las velocidades a ambos lados del alabe para la misma particula son diferentes, la

de la derecha posee mayor velocidad que la de la izquierda. Podemos agregar que al no ser infinitos alabes, aparece
la integral de circulacion.

Por lo tanto concluimos que la forma del perfil del rotor debe ser aerodindmico.’

Habiendo abandonado la hipdtesis de los alabes infinitos nuestra altura tedérica ya no mas infinita nos quedara de la
siguiente manera:

Multiplicando y dividiendo porc,,, para obtener un numero adimensional que utilizaremos después como

referencia:
Cp 1 G [ Gy — g
Hy =— uz(czu a)R):
CZu g CZu
H. = C2uu2 _&
;=
g C2u

Profesor: Dr. Ing. Mario Eduardo DeBortoli
Alumno: César Agosti

Afo: 2017

Pagina 103 de 112



|#) wwruncaus
UNIVERSIDAD
Apuntes de Catedra: Mecénica de los Fluidos e Hidraulica ‘ oy

Ynéversidad Nacional CHACO AUSTRAL
Carrera: Ingenieria Industrial dol Nedeste
L, . (3 . . -
Llamando disminucion de trabajo e =|1——" |debido a que no es perdida de rendimiento porque estamos
C
2u

hablando de condiciones ideal. También conocido como “reduccién debida a la circulacion”.
1
H; = _E C, U,

Nuevamente insistimos que el fluido no circula interiormente, lo que sucede es un fendmeno conocido como
desprendimiento de capa limite, si bien no es motivo del curso, recordamos al estudiante ver lo apartados adjuntos
en donde se explica rigurosamente este principio.
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Leyes de semejanza

Ahora bien, ya hemos eliminado las hipdtesis de alabes infinitos y definimos que este debia ser un perfil
aerodinamico, buscaremos ahora encontrar la altura final a la salida de la bomba H , para ello utilizaremos las leyes
de semejanza.

La razodn por la cual es que Unicamente estamos desarrollando el disefio de bombas centrifugas de las tres posible, la
mencionada, axial y diagonal, es que estamos trabajando en un plano (X, y)con vectores
bidimensionales, para los otros tipos de bombas es necesario trabajar en el espacio cada
vector velocidad tendra componentes tridimensionales por ejemploC = C(X, Y, Z) también

podemos mencionar las nueve componentes del vector aceleracién convectiva. Al trabajar

en el plano practicamos un corte transversal y trabajamos con los valores absolutos no con

las componentes de C. Son absolutamente mas sencillos de trabajar, las axiales y
diagonales las estudiaremos mds adelante con la ayuda de los diagramas de curvas caracteristicas.

Recordando las expresiones a las que habiamos llegado en la introduccién del tema, a fin de obtener las
caracteristicas a la salida del fluido fueron:

H :é(CZuuz _Cluul):>C1u =0=H :%(CZUUZ)

C C
tgp, =2 = x=—=
X 9/,
1 c
Hy, =—Uuy U, - "
g 95,
C
Eliminando la hipétesis de los alabes infinitos: H; =—u,| u, T3 2;
95,

En la bibliografia consulta suele hacerse el analisis en forma general obvidndose el sufijo “2”, en este caso
trabajaremos en forma extendida.

Aplicaremos primeramente el teorema del seno:

C, = u,

senf, sena, sen(a,+p3,)

Com u, -senp,
sena, =—=0¢,, =GC, -Senaty = ——F——=

c, sen(a, + 43,) Sena;
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Volviendo a la expresion original y reemplazando:

Uy -Senf, sena,
H. =1u2(u2 Gy j=£[uzz L, Cyr, )zi Wi, sen(a, + 4,) U7 seng,sena,
g 95) ¢ 95,) ¢ tg/5, sen(a, + 5, k9 /3,

H 1 2(1_ seng,sena,
Tg” Sen(az"'ﬂz)tgﬁz

lo que podemos construir una funcién K : K(az;ﬂz)M por lo que la ecuacién nos quedara:

j Lo que tenemos dentro del paréntesis es funciéon Unicamente de los dangulos por

1

H; = —u22 - K, ahora bien vamos multiplicar y dividir la expresion por 2:

H; = —u22 -2K Despejando la velocidad obtenemos:

/ 1 1 1
u, =./29H; oK =./29H; ﬁ Llamaremosa K, = K este nuevo valor es un numero adimensional que

establece una relacién funcional entre o,y f3,

U, =4/20H; - K, Nuevamente aclaramos que el valor de K esta definido inicamente para un Unico caudal Q al

variar este, corresponde a una nueva funcion.

Nuestro objetivo es encontrar el coeficiente adimensional en funcion de un disefio.

Volviendo a la expresion original e introduciendo K'=K, :

1 . u .
H=—u K=—2= 2 U, =——=2—sen(a, + 3,)
g sena, sen(a, + 3,) sena,

2
HTzl( Co sen(a2+,Bz)J K’

sena,

1 sen’(a, +
Hi=—wo 2 (—ZﬂZ) - 2K’ Nuevamente incluimos el tercer término dentro de K'y ademas multiplicamosy

29 °  sen’a,

dividimos por 2obteniendo:

1
H, = —,” - K' Despejando o, :

29

@, =,/29H; - K_Elvalor de K lo provee el fabricante.
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Igualmente, de la misma manera si despejaramos C, obtendriamos una expresion similar:

1, C u C
H,==u,” K'=>—2-= 2 =u,=—2=—sen(a, +
T g° senB, sen(a,+p5,) = seng, (e + )
1( ¢ i
H, ==| —%—sen(a, + -K'
T g Senﬂz ( 2 ﬂZ)
1 2
TN sen (a§+ﬂ2)-2K’
29 sen‘p,
H, = ¢, K’
29
¢, =+/20H; -K,

Los valores de K, K,y K_ nos permitiran obtener las caracteristicas principales de la bomba para lo cual aislamos
gran parte de los coeficientes que dependen Unicamente de la geometria. Si las caracteristicas geométricas se
mantienen constantes entonces los coeficientes no varian, por ser tridangulos semejantes, las relaciones funcionales
son las mismas.

Estos coeficientes son de suma importancia para las pruebas en laboratorio, las bombas se disefian a una escala
constructiva menor y deben cumplirse las leyes de semejanza geométrica, semejanza cinematica y semejanza
dindmica para alcanzar los rendimientos buscados, ambas bombas se pueden extrapolar de modelo a prototipo.

Analicemos nuevamente la expresion:

1
H, =—u22 ‘K=K K(az;ﬂz)y recordando ademds que U, =7 -d -n

H. =1(7r-d.n)z-K:EOK-ﬁz-dz-nleamando K, zl-K-ﬁznosqueda:
g 9

H, =K, -d*-n?
H, = KH1'd12’n12 = Disefio.
H, =K,,-d,?-n,’ = Real.

Si hacemos que K, = K,,,, es decir debe existir semejanza en los tridngulos de velocidades. Igualdad geométrica

(angulos iguales), igualdad cinemdtica (proyeccién C, ).

2 2
Ho _(d)] [ o
—==| — | -| — | Obtenemos la semejanza cinematica.

H, d, n,

Recordamos al alumno que los subindices 1 y 2 hacen referencia a la salida de la bomba, dichos subindices refieren

exclusivamente a la Bomba de disefio y a la Bomba real.
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Una vez realizados los calculos de la bomba de disefio, el valor de la energia H, puede obtenerse despejando su

valor:

2 2

d n
He=Hl g ]
1 1

La velocidad de la bomba de laboratorio es mayor ya que desplaza menor caudal, en el caso real al tratarse caudales
mayores la velocidad disminuye.

Cuando desea estudiarse un fendmeno natural, primero debe adimensionalizarse para poder llevarlo a condiciones
de laboratorio, los numero adimensionales son los que determinan las caracteristicas de estos ultimos en cuanto a
equipos, maquinas y dimensiones. Lo que nos permitird posteriormente extrapolar los resultados de modelo a
prototipo. Un ejemplo especifico fueron los nimeros adimensionales calculados para el descenso del hombre a la
luna, los ensayos se hicieron en piscinas llevdndose proporcionalidades a escala.

Ahora bien el caudal Q viene dado por la expresion:

Q=x-d-b- C,, = Como existe una relacion lineal entre el ancho y el didmetro,

b=k-d
u-sen
Q:ﬂ-d-k-d-C-Sena:ﬂ-dz-k-sena-—'Bysabiendoque U=-d-n agrupando todas las
sen(a + B)
constantes en K,
Q =kgd’n d,) n
Q:kQ.d3.n:> P 13 ' Sisecumplequelequzzgz el
Q, =kg,-d," -, Q \d, 2

Referencias:

1- Recuerde el ejemplo de un patinador sobre hielo, el baile de los cisnes, para aumentar o reducir la velocidad
de giro, extiende o encoje los brazos manteniendo el momento angular constante.

2- Se recomienda al alumno ver el apartado correspondiente a esta seccidn en donde se detallan las relaciones
integrales para un volumen de control.

3- Las bombas comercializadas para uso domestico mayormente utilizan perfiles rectos, es netamente una
cuestion econdémica.
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Cavitacion.

La cavitacidon comienza a estudiarse debido a las vibraciones que sufrian las hélices de los submarinos en la Segunda
Guerra Mundial, basicamente cuando aumenta la velocidad de rotacidon de la hélice se generan zonas de bajas
presiones, por lo que las particulas cambian de estado, se forman pequefias esferas en la superficie de la hélice,
denominadas cavidades de vapor. Cuando las esferas pasan de una zona de menor presién una de mayor presion,
son impactadas por una particula que les confiere la forma de toroide, a tal punto que implosionan, formando ondas
expansivas de ultrasonido que causan vibraciones y corrosion, ademas de una bajo rendimiento en la maquina.

La cavitacién es el estado que tiene el agua cuando la presion que sostiene la particula baja, desciende por debajo de
la presién de vapor.

Las dos formas por la cual se genera el vapor son descenso de la temperatura a presién constante, descenso de la
presidn a temperatura constante.

Cuando se inyecta calor la energia es mayor a las fuerzas moleculares que mantienen unidas a las moléculas de la
superficie a tal punto de que, por encima de un determinado valor se rompen y comienzan a desprenderse las
particulas del fluido. Un ejemplo claro es la olla de presion.

Si se disminuye la presion de un sistema, la energia que mantiene unidas a las moléculas de la superficie, una vez
alcanzada la presién de vapor, se rompen y pasan a la superficie. Ejemplo de cdmo las ropas se secan.

Debe existir una superficie de discontinuidad, en un conducto esta superficie la dan las impurezas del agua.

Para que la cavitacion tenga lugar debe existir zona de baja presidon, discontinuidad en la superficie y una préxima
zona de alta presidn.

Aplicando Bernoulli entre 0y 1 en la superficie libre del liquido:

P C2 P 2 2
ﬂ+zo+iz—l+zl+cl kS

Y 29 7 29 29
Z, = Z, Estan a la misma altura

C 2
—%_ = OFluido en reposo

29

c 2
k =1- = 0 Coeficiente de pérdida local por embocadura.

29

atm

—lam_ 1k
y v 29 29

P Pw & ,C

Aplicando Bernoulli entre 1 y e en interior del conducto:

R 2P c,’
—1+zl+cl—:—e+z +=+],

/4 29 vy 29

—e
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J,_ Pérdida de Carga

h, = z, — z, Energia de posicién

L H.,, =1013HPa Energia de altura
v
2
o=k 2y,
29
Reemplazando:
2 2 2 2
%—Cl——kCl—+zl+(:1—:E+ZG+CL+\]Le
y 29 29 29 vy 29
2 2 2 2
h—Cl—+Cl—=i+ze—zl+CL+Jl_e+k—
y 29 29 7y 29 29

2 2 2
%—Cl—+cl—=i+hs+cL+Jo_e

y 29 29 vy 29
2 2 2
Hatm—cl—JrCl—=ﬂ+hs+CL+Jo_e
29 29 vy 29
2
Hatmzﬂ+hs+CL+Jofe
/4 29

P
Lo que nos interesa es la presién estatica—= energia del sistema antes del la bomba, se va ir gestando presién antes
v

P ¢’
de entrar a la bomba siempre y cuando — se mayor que las pérdidas de la bomba J, . mas k e T

29

P 2
—£= Hatm_hs _CL_‘JO—e
4

Recordando que la presién de vapor es:

P
Restando a ambos miembros —% :

/4
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2
R_FR C, R
- T = Hatm _hs ___“]O—e -
ror 29
2
P-P C
e N e s A
=H,,—h,—h - 2—+ J, . |Ecuacionl
v g
Aplicando Bernoulli entre e y x saliendo de la bomba:
2 2
F)e Ce PX CX
—tlt =+ J Interno.Magquina

y 29 vy
Yy =12, — Z,Energia de posicion
Ah,,=y+J

Interna.Maquina

Considerando a, =90°

2 2 2
Cx _ a)x ux
29 29 29
Tomando como velocidades agrupadas:
2 2 2
¢ o u 5 c

Volviendo a la ecuacidn original:

Pe CeZ PX CXZ
—t——=—+7, -7, +——+ J Interno.Maquina
y 29 7 2

&+£—&+ y+C_X2_+‘]

” 2g y Zg Interno.Maquina

E+£—&+C_’(2+J -y
y Zg y Zg Interno.Maquina

2 2
&+CL:&+CL+Ah
y 29 7r 29

Int

2 2 2
E_FCL:&_'_CO_X_UL_'_A}‘]
y 20 y 29 29

Int

2 2 2
E+CL:&+G)_X_UL_CL+A|’]
y 20 y 29 29 29
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2
P P Cc
£ =24+k—+Ah,
yov 2

P
Restando la presion de vapor ambos miembros —- :

4
2
E—&:&—&+kc—+Ah

Int

y v v v 29

2
=X Pv+kC—+Ah
4 4 29

nt Ecuacion Il

Si la presién en este punto se hace igual a la de vapor hay cavitacién. Igualando ecuaciénly 1I :

2 _ 2
H, —h—h—| %43, |=BR & an
29

- Int

/4 29

El término a la izquierda se denomina Altura Neta Positiva de Aspiracion ANPA:
c 2
ANPA=H_ —-h —h —-| =+J,.
29
La energia con la que partimos debe ser mayor a la que va a perderse y precisarse en la altura de destino.

La curva de cavitacidn es provista por el fabricante. A medida que se necesita mayor caudal, la particula necesita de
mayor energia para no cavitar dentro del rodete. A mayor caudal, si se mantiene constante la seccién, aumentan las
pérdidas aumenta la energia cinética.

Veremos qué energia tenemos disponible en el sistema.
Para disefiar el analisis de cavitacién solo debemos ver el sistema de aspiracidn no el de impulsién.
Clase 12 hora 01:24

Como consideraciones finales, vimos en forma extendida el apartado de bombas centrifugas.
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