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Resumen

Estas son unas notas tedricas que pueden ser de utilidad a quien
esté cursando la materia Anadlisis Matemadtico II. La misma puede
descargarse desde el blog |http://analisis2.wordpress.coml.

Se trata de un trabajo en proceso, ain no estd completo, y no
pretende sustituir la bibliografia oficial de la catedra.

Cualquier error, comentario o sugerencia que pueda mejorar estas
notas serdan bien recibidas: pueden escribirme en la entrada correspon-
diente a estas notas en dicho blog (preferéntemente), o a mi direccién
de correo electronico |dsilvestre@Qfrba.utn.edu.arl

Historial de versiones:

= (Versién 1) 24 de Mayo de 2013: Primera version.

s (Version 2) 17 de Agosto de 2013: Correcciones varias. Se agradece
la lectura del apunte al profesor Victor Carnevali.
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1. Nociones previas

1.1. Conjuntos

Un conjunt(ﬂ es una coleccion de objetos. Un elemento puede pertenecer
0 no a un conjunto.

Ejemplos:
1. A = {casa, arbol, vaca}
2. B={zeR:x <23}
3. O ={2,4,77}
4. D={-11}

El conjunto A se describié por extension, mientras que el conjunto B
por comprension.

Si un elemento pertenece a un conjunto se lo denota con €, por ejemplo:

1. casa€ A
2. 11e€B
1.2. Subconjuntos

Si todos los elementos de un conjunto pertenecen también a otro, dec-
imos que el primero es un subconjunto del segundo, y denotamos
dicha relaciéon por C, por ejemplo:

1. DCB

1.3. Igualdad de conjuntos

SiAC By B C A decimos que A = B.
Ejemplo: A=A

1 Al definir un conjunto como una coleccién, tengo que definir que es una coleccién. En
realidad no vamos a definir un conjunto, sino que los vamos a manejar de manera intuitiva
como una agrupacion de objetos.



1.4. Operaciones con conjuntos

La unidén de conjuntos permite juntar los elementos de dos conjuntos
en uno, por ejemplo:

E=AUB

La interseccion de conjuntos permite obtener un nuevo conjunto con
los elementos comunes a dos conjuntos, por ejemplo:

F=BnNC={24}

La diferencia de conjuntos nos permite obtener un nuevo conjunto a
partir de los elementos de un conjunto que no estan en otro conjunto.
Ejemplo:

B-C={zeR:(z<23)A(x#2)A(x#4)}

Si interpretamos un conjunto A como subconjunto de otro conjunto
U dado (universal), la diferencia la denominamos complemento y la
denotamos por A¢, por ejemplo considerando D C B tenemos

De={zeR:2<28Nzx#-1ANax#1}={xeB:x#-1Nx#1}

1.5. Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A y B, podemos formar el conjunto de todos
los pares ordenados con primer coordenada perteneciente al primer
conjunto, y segunda coordenada perteneciente al segundo conjunto,
este conjunto se denomina producto cartesiano A x B. Ejemplo:

AxD = {(casa, —1), (arbol, —1), (vaca, —1), (casa, 1), (arbol, 1), (vaca, 1)}

1.6. Cardinal

Si un conjunto A tiene una cantidad finita de elementos, decimos que
es un conjunto finito, y denotamos su cardinal por |A| o por #A, por
ejemplo:

1. |Al=3
2. [CUD|=5

Si en cambio el conjunto no tiene una cantidad finita de elmentos,
decimos que es un conjunto infinito, por ejemplo B es un conjunto



infinito.

1.7. Funciones

Una relacién entre un conjunto A y otro conjunto B es simplemente
un subconjunto del producto cartesiano. Por ejemplo, una relacién de
A en D podria ser:

R = {(casa, —1), (arbol, —1), (casa, 1)}

El concepto de funcion es uno de los més importantes en matematicas.
Dados dos conjuntos A y B llamados dominio y codominio respectiva-
mente, y una relaciéon R entre ellos tal que

1. Para todo a € A existe b € B tal que (a,b) € R. Es decir todo
elemnto del dominio se relaciona con uno del codominio.

2. Si (a,b) y (a,c) pertenecen a R, entonces b = c. Es decir que el
elemento con el que se relaciona es nico.

Una relacién que cumple 1 y 2 se dice que es una relacién funcional, y
la terna (A, B, R) se dice que es una funcién de A en B, y se denota
con una letra, por ejemplo f.

En vez de escribir (a,b) € R se suele escribir b = f(a).
Ejemplo:

f:A—B

f(casa) = —1

f(arbol) = 21

f(vaca) = 12

Se denomina conjunto imagen de la funcién f al conjunto
f(A) ={be B:3a € A tal que f(a) =b}

Si X C A llamamos imagen de X por f al conjunto
f(X)={be B:3zx € X tal que f(z) = b}

Si Y C B llamamos preimagen de Y por f al conjunto

fAY)={acA: f(a) €Y}



Observamos que en ningin momento en la definicién de funcién se re-
quiere tener una expresién tipo ”férmula’para calcular los elementos
de la imagen. Comprender esto es importante para los temas de deriva-
da de funcién definida implicitamente por una ecuacién, y ecuaciones
diferenciales, que vienen luego en la materia.

1.8. Estructuras algebraicas
Un grupo es un conjunto G con una funcién - : G x G — G tal que

1. Es asociativa, para todo a,b,c € G se tiene (a-b)-c=a- (b-g)

2. Existe elemento neutro e € G tal que e - g = g - e = g (para todo

g€@q)
3. Existe elemento inverso g~! € G para cada g € G de forma tal
queg-gt=gl-g=e

Si ademéds cumple ser conmutativa, es decir que para todo a,b € G se
tiene a - b =b- a, se dice que es un grupo abeliano o conmutativo y se
suele usar la notacién aditiva (4+ para la funcién, —a para el inverso).

Ejemplos: (Z,+) y (R —{0},-) son grupos conmutativos.

Un monoide, es como la definicién de grupo, pero sélo satisface 1. y
2. (no requiere 3, es decir no requiere inversos)

Ejemplo: (R?*2, ) es un monoide (no conmutativo), donde R?*?2 repre-
senta las matrices de 2 X 2 con coeficientes reales, y - es la multiplicacion
de matrices)

Un anillo es un conjunto R con dos funciones + : Rx R — Ry

-: R x R — R, tales que

1. (R,+) es grupo conmutativo.
2. (R,-) es un monoide.

3. La multiplicacién se distribuye sobre la suma, es decir dados
a,b,c € Rsetienea-(b+c)=ab+acy (b+c)-a=ba+ca

Observar que no hace falta que la multiplicacién sea conmutativa, si lo
es se dice que es un anillo conmutativo.

Ejemplos:

1. (R?%2,4,.) es un anillo (no conmutativo).



2. (Z,+,-) es un anillo conmutativo (la multiplicacién es conmuta-
tiva).

Un cuerpo es un conjunto K con dos funciones + : K x K — K,
y - : K x K — K tales (K,+,) es un anillo conmutativo y ademés
(K —{0},-) es grupo conmutativo.

Ejemplos:

Observar que (Z, +, -) no es un cuerpo, en particular 2 no tiene inverso
multiplicativo en Z.

Un espacio vectorial es un conjunto V' y un cuerpo K con una funcién
4+:V xV =V yuna funcién - : K x V — V tal que

—_

. (V,+) es grupo conmutativo.

[\

. 1-v=wvparatodov eV
. a(bv) = (ab)v para todoa,be K yv eV

w

4. k(v+w)=kv+ kw paratodok € K yv,w eV
5. (k+q)v=kv+qu para todo k,qe K yv eV

Ejemplo: (R™, 4+, R, ) es un espacio vectorial.

Un espacio con producto interno es un espacio vectorial V' sobre el
cuerpo K (que debe ser R o C) y con una funcién (—, =) : VxV = K
tal que para todo u,u’,v € V y A € K se tiene

u+u,v) = (u,v) + (u,v)

B o
DR
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<

h

!
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<
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Ejemplo: R™ con el producto punto definido por u - v = uyvi + ugve +
...+ upv, donde u = (u1,...,u,) y v = (v1,...,v,) € R" forma un
espacio con producto interno. Lo llamamos el producto interno usual
de R™.



Llamamos espacio euclideo, a un espacio vectorial sobre R con un
producto interno. El espacio euclideo estandard con el que trabajamos
en esta materia es R” con el producto interno usual.

2. Ecuaciones diferenciales 1° parte

2.1. Ecuaciones Diferenciables

Una ecuacién diferencial (E.D) es una ecuacién en la que intervienen
una o mas variables independientes, y una variable dependiente y sus
derivadas hasta un cierto orden.

2.2. Clasificacion

1. Ordinarias (EDO): Interviene s6lo una variable independiente (y
la variable dependiente con sus derivadas ordinarias). Puede ex-
presarse genéricamente como F(z,y,y',y",...,y™) = 0.

2. En derivadas parciales: Interviene mas de una variable indepen-
diente (y la variable dependiente con sus derivadas parciales).

!/ ! 1 1"
Puede expresarse como F(x1, %2, ..., Zn, fo,, faos farors forzs -+ -)
0

2.3. Orden

El orden de una EDO es el orden de la derivada de mayor orden que
interviene en la ecuacién. Ejemplo: vy + 8xy’ — 13y = 1 posee orden 2.

El grado de una EDO existe sdlo si la ecuacién tiene forma polinémica,
es decir la siguiente forma:

Pa(@)(y™)on 4+ pr(@) ()™ + pola)y® = g(z)
donde a,,...,a9 € N

En dicho caso, el grado de la EDO es el del exponente de la derivada
de mayor orden.

Ejemplo: (y"")? + 4" + (y')® = x tiene grado 2.



2.4. Soluciones
Las podemos clasificar en tres grupos

1. Solucién General (SG): Es una familia de funciones que verifi-
can la EDO y poseen n constantes arbitrarias. (donde n es el
orden de la EDO). Simbdlicamente la podemos expresar como
F(z,y,Cq,...,Cp) =0

2. Solucién Particular (SP): Es una funcién que verifica la EDO y
se puede obtener asignando valores a las constantes arbitrarias
de la SG.

3. Solucién Singular (SS): Es una funcién que verifica la EDO pero
no se deduce de la SG.

2.5. Ecuaciones Diferenciales de Variables Separa-
bles

Una EDO se dice que es de variables separables si mediante operaciones
algebraicas se la puede llevar a la forma

(y

—

3
L~

/

y:

2
=

o, usando la notacion de Leibniz

q(y)dy = p(x)dx

basta con integrar (hallar una primitiva) ambos miembros para hallar
la solucién, y agregar la constante arbitraria en un lado de la igualdad.

[q(y)dy = [ p(z)dz +C

2.6. Ecuacién Diferencial Ordinaria Lineal de 1°
Orden

La ecuacién de una EDO lineal de orden n se puede expresar de la
forma

y(n) + an_1y"_1 +...+ al(a:)z/ + ao(l‘)y = g(l‘)

En particular una EDO lineal de 1° orden se puede expresar como

Y +ao(2)y = g(x)
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Hay varios métodos de resolucién. Uno fécil es con la sustitucion
Y = uv.

Si g(z) = 0 (es la funcién constante 0), se dice que la EDO es ho-
mogénea.

2.7. Familias de curvas

Llamamos familia de curvas a una familia de ecuaciones implicitas en
el plano xy, parametrizadas por constantes arbitrarias ci,...,c, € R.

Simbélicamente la podemos expresar de la forma
F(x»y7017~~,0n) = 0

Cuando encontramos la SG de una EDO, la misma viene expresada por
una familia de curvas (que define a y implicitamente en funcién de z,
y no siempre es posible o conveniente explicitar las funciones solucién)
con tantos parametros como el orden de la EDO. Reciprocamente, dada
una familia de curvas, podemos buscar una EDO tal que la misma sea
su SG.

2.8. Lineas de campo

Dado un campo vectorial f : A C R® — R", f € C!, una linea de
campo es una curva tal que en todo punto su vector tangente es igual

a f.

Maés precisamente, si g : [a,b] — R™ es la parametrizacién regular de
una curva incluida en A°, entonces se cumple que ¢'(t9) = f(g(to))
para todo ty € (a,b)

2.9. Trayectoria ortogonal

Dos curvas son ortogonales en un punto en comin A si ambas admiten
vector tangente en A, y dichas vectores son ortogonales entre si. Es
decir que si g1 : [a,b] = R™, g2 : [¢,d] — R™ son parametrizaciones
regulares de las curvas, y si Xo = ¢1(t1) = ga(t2) (es decir se cruzan
en dicho punto Xy), y si gi(t1) - g5(t2) = 0 (es decir el producto es-
calar de sus vectores tangentes es cero), entonces dichas curvas son
perpendiculares en el punto de interseccion Xj.

11



Enfoque cartesiano: yo = y1(x0) yo = y2(x0)

=yi(xo) + M1 (x — @ =y2(x0) + Mo (x—x
y = y1(zo) 1 ( 0) ¥ = y2(xo) 2 ( 0)

’

y1(@o) Y3 (o)
Condicién de ortogonalidad:
1

m2:7,m711

es decir

v4(x0) = — ey

Enfoque paramétrico:

y=y1(z) y = y2(x)

91(t) = (£, 51(2)) g2(t) = (£, 92(1))
91(t) = (1,11(2)) g5(t) = (1, 95(t))
Condicién de ortogonalidad:

91(8) - g5(t) = 0 (Ly1(2)) - (L, w5(t)) = 0 1+ w1 (t)ya(t) =0

3. Nociones de Topologia

3.1. Espacio euclideo

Un espacio vectorial real junto con un producto interno forma una
estructura que llamamos Espacio Euclideo.

En esta materia vamos a trabajar con el espacio euclideo R™ estandard,
es decir con el producto interno comun (el producto escalar) definido
como

U W= viwy + vows + ...+ vwy,

El producto interno nos permite definir una nocién de angulo entre
vectores de la siguiente manera

cos(¢) = Hﬁﬁﬁzﬁll

En el espacio euclideo, definimos la norma de un vector como

12



|0l = V-0 =+/vi4+v3+...02

La nocién de norma nos permite definir una nocién de distancia entre
puntos del espacio, de la siguiente manera

d(v,w) = ||w — V]| = \/(wl —v1)2 4+ (we —v2)2 + ...+ (W, — vy)?

3.2. Entorno

Llamamos entorno (abierto) con centor xg y radio r > 0 al conjunto
E(zg,r) ={x e R" : d(x,x0) < r}

Y andlogamente el entorno cerrado es

Elzg,r] = {x € R" : d(x,20) < 1}

También nos puede llegar a servir la nocién de entorno reducido:

E'(xo,r) ={z € R": 0 < d(z,20) < r} = E(xo,7) — {x0}

3.3. Clasificacion de puntos de un subconjunto
Sea A C R", y x € R", entonces decimos que x respecto de A es

1. Punto interior: Si existe E(x,0) C A.
<

2. Punto exterior: Si existe E(z,d) C R™ — A. Equivaléntemente

E(z,0)NnA=0.

3. Punto frontera: Si no es punto interior ni exterior. Es decir que
para todo § > 0 se tiene E(x,0)NA# Dy E(x,6)N(R"—A) #0

4. Punto clausura (o adherencia): Si existe un entorno tal que E(z, )N
A£D

5. Punto de acumulacién (o punto limite): Si para todo entorno del
punto, E(z,r) N (A —{z}) # 0.
Equivaléntemente, si para todo entorno reducido del punto, E'(z, r)N

A#0)

6. Punto aislado: Si existe un entorno tal que E(z,r) N A = {z}

El interior de un conjunto A es el conjunto de sus puntos interiores A°

La clausura de un conjunto A es el conjunto de sus puntos de clausura
A

13



El conjunto derivado de un conjunto A es el conjunto de todos sus
puntos de acumulacién A’

Siempre se cumple A° C AC A

3.4. Clasificacion de conjuntos
Sea A C R"™, decimos que es un

1. Conjuto abierto: Si A = A°. Es decir si todos los puntos del
conjunto son interiores.

2. Conjunto cerrado: Si A = A. Es decir si todos los puntos de
clausura pertenecen al conjunto. Equivale a decir que el conjun-
to contiene a todos sus puntos frontera, y también equivale a
decir que contiene a todos sus puntos de acumulacién. También
equivale a que el complemento es abierto.

Observacién: Un conjunto puede no ser ni abierto ni cerrado (Ej.
[0,1) C R), o puede ser abierto y cerrado a la vez (Ej. § y R™)

3.5. Conjunto acotado

Decimos que un conjunto A C R"™ es acotado si el mismo estd contenido
en algin entorno del origen, es decir si A C E(0,r) para algin r > 0.

3.6. Conjunto conexo

Intuitivamente, un conjunto conexo es aquel formado por una sola
'pieza’, que no se puede ’dividir’.

Para ejemplificar esta parte vamos a utilizar estos tres conjuntos
A=R"

B=S"={(z,y) eR?: 22 +y? =1}

C=D%*4,4)={(z,y) eR?: (z —4)? + (y —4)2 < 1}

Una escision de un conjunto X C R" son dos conjuntos disjuntos
abiertos A, B tales que X C AU B. Decimos que la misma es no trivial
stANX #0y BNX #0.

14



Un conjunto X C R" es conexo si no admite escisiones no triviales.
En caso contrario decimos que es disconexo.

Por ejemplo A, B,C C R™ son todos conjuntos conexos. En cambio
D = BUC es disconexo, pues si X = F((0,0),2)) yY = E((4,4),2) se
tiene X e Y abiertos, y disjuntos, D C XUY, XND #0,YND #0,
luego se trata de una escisién no trivial y el conjunto D es disconexo.

3.6.1. Conjunto arco-conexo

Si a,b € R", un camino de a a b es una funcién « : [0,1] — R”
continua, tal que a(0) =ay a(l) =b

Ejemplo: Si a,b € R™ el camino recto entre a y b es la funciéon
a:[0,1] — R™ tal que

a(t) =ta+ (1 —1t)b
La imagen de dicho camino es el segmento de recta
[a,b] = {ta+ (1 —t)b:t €[0,1]}

Si a es un camino de a a b, y S es un camino de b a ¢, definimos
aAB:[0,1] - R"™ de la forma

a(t) te]
B2t—-1) te]

=)
—_ N

]
]

)

(anp)(t) = {

[N

De esta forma a A § es un camino que une a con ¢, lo llamamos la
yuxtaposicién de « con (.

Un conjunto A C R™ decimos que es arco-conexo si para todos los
a,b € A existe un camino « que une a con b dentro del conjunto, es
decir tal que «([0,1]) C A.

En los ejemplos, los conjuntos A, B, C' son todos arco-conexos.

Todo conjunto arco-conexo es conexo, pero no vale la vuelta, es decir
hay conjuntos conexos que no son arco-conexos.

3.6.2. Conjunto conexo por poligonales

Una poligonal es la yuxtaposiciéon de una cantidad n € N finita de
caminos rectos «; : [z;—1,z;] — R™. A lo puntos zg,z1,...,2, los
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llamamos vértices de la poligonal, y se recorren en dicho orden.

Un conjunto A C R™ es conexo por poligonales si para todos
a,b € A existe una poligonal © que comienza en a, termina en b, y
estd contenida en A.

Esta nocién es ds fuerte que arco-conexo, es decir si un conjunto es
conexo por poligonales entonces también es arco-conexo, pero no vale
la vuelta.

En los ejemplos, los conjuntos A y C son conexos por poligonales,
aunque el conjunto B (que es arco-conexo) no es conexo por poligo-
nales.

3.6.3. Conjunto convexo

Un conjunto A C R™ decimos que es convexo si para todo a,b € A el
camino recto que los une no se sale del conjunto, es decir [a,b] C A.

Esta nocién es la mas fuerte de las nociones de conexidad: si un con-
junto es convexo entonces es conexo por poligonales (cldramente, el
mismo camino recto que los une es una poligonal).

3.6.4. Conjunto simplemente conexo

Esta es la nociéon méas compleja de conexidad que vemos. Intuitiva-
mente, un conjunto es simplemente conexo si toda curva cerrada sim-
ple (curva de Jordan) se puede ”deformar continuamente”hasta llegar
a un punto. En R? esto seria equivalente a que el conjunto no tiene
2giijeros”.

Mas formalmente, un conjunto X es simplemente conexo si es arco-
conexo y toda funcién continua f : S' — X (donde S! denota el circulo
unitario en R?) se puede extender a una funcién continua F : D? — X
(donde D? denota el disco unitario en R?) tal que F restringida a S* es
f,y tal que la imégen de F no se sale del conjunto, es decir F(D?) C X.

3.7. Clasificacién de funciones

Todas las funciones con las que trabajamos en esta materia son de la
forma f: A CR"™ — R™.

Las clasificamos en 4 grupos
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. Sin=m =1 es una funcioén escalar.
. Sin=1y m>1esun campo escalar.

. Sin>1y m=1 es una funcién vectorial.

[V N R

. Sin>1ym>1esun campo vectorial.

Tiene sentido decir que las funciones méas generales que estudiamos son
los campos vectoriales, y que las otras son casos particulares, y que
la funcion escalar es la que se estudié en Anélisis 1, en esta materia
generalizamos a mas de una dimensién tanto en el dominio como el
codominio de las funciones.

3.8. Conjuntos de nivel

Sea f: ACR"™ — R un campo escalar, y sea k € R

Definimos el conjunto de nivel k£ de f como la preimégen de k por f,
es decir como

Cr(f)=f71(k) ={z € A: f(z) =k}

Andlogamente, definimos el conjunto de positivadad como la preiméagen
del conjunto de todos los reales positivos, es decir como

CH(f) = f71(0,+00)) ={z € A: f(2) > 0}

4. Limite y Continuidad

4.1. Limite

Dado el campo vectorial f: A C R" — R™ y x punto de acumulacién
de A, decimos que existe el limite [ € R™ cuando z tiende a xzg
si para todo entorno E(I,€) existe un entorno reducido E*(xg,9), tal
que si € E*(zg,6) N A, entonces f(x) € E(l,e). En otras palabras
f(E*(z0,0)NA) C E(L,¢).

Equivaléntemente, la definicién cldsica de limite: existe limite [ si para
todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo x € A, si

0 < ||z — mo]| < & entonces ||f(z) —1|| <€

Y en ese caso denotamos
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En la practica esta definicién nos interesa sélo a nivel tedrico, pues
en la practica los ejercicios de limites los podemos resolver usando las
propiedades de las funciones continuas.

Para funciones vectoriales y campos vectoriales es ttil el siguiente teo-
rema:

Sea f: A CR™ — R™ con funciones coordenadas f = (f1,..., fm) ¥
xg € A’, entonces el limite lim,_,,, f(x) existe si y sdlo existen todos
los limites lim,,,, fi(z) =1; con 1 <i < m, y en dicho caso el limite
de feslimy; . f(2) = (1, ..y lm)

Por dultimo, si f : A C R®™ — R™ tiene funciones coordenadas f =
(f1, f2,---, fm) entonces f es continua en x( si y solo s{ cada compo-
nente f; es continua en xg para todo 1 < i < m.

4.1.1. Como probar que un limite no existe

Sea f: A€ R”™ — R, si existe el limite lim,_,,, f(x) =lysi BC A
tal que xg € B’ (es decir el 2y es punto de acumulacién de B), y si
g: B € R" — R es la restriccién de f a B, entonces también existe

lim, ., g(z) = 1.

Esto nos da un criterio para determinar cuando un limite no existe:
Puedo probar por ¢caminos”, y si por dos caminos el limite da valores
distintos es que el limite de la funcién original no existe, ya que de otra
forma deberia dar siempre el mismo limite.

Acé por camino que se acerca a xy” nos referimos a un subconjunto del
dominio tal que xy es punto de acumulacién de él.

Observacion: Aunque pruebe por 700 caminos y todos coincidan en el
limite, este criterio no implica que no haya un camino ”701” que vaya
a dar distinto, es decir que si el limite existia, hay que demostrarlo de
una forma mas general.

Otra herramienta para determinar cuando un limite NO existe son los
limites laterales: si estos no coinciden el limite de la funcién original
no existe.

sin(

2 4
sin(@4+y7) - Apalizar la existencia de lfmite de

Ejemplo: Sea f(z,y) = =53

fen (0,0).
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. . sin(z24y*)
lim,_o [hmyﬁo v

; sin(z?)
. 2 4

. . sin(z”+y")

hmy*)o |:11mm*>0 W}

sin(y*)
y2

= h/myg,o

4y cos(y*)

= limy o o

_ 1 dy*cos(yh) _ o _
= lmy_o 220N _ o=,

Como Ly, # L.y no existe el limite pedido.

4.1.2. Como probar que un limite si existe

Una forma que funciona a veces es utilizar el siguiente teorema:
Sean f,g,h: ACR" - R,y 2o € A'.

Si f = g-h con g acotada, es decir g(A) un conjunto acotado, y h
infinitésimo, es decir lim,_,,, h(z) = 0 entonces el limite de f cuando
x — xo existe y es cero, es decir limy_,,, f(z) =0

Ademds, supongamos que existen los limites lim, ., g(z) = l1 y limy ., h(x) =
ly.

Entonces si f = g & h, se tiene que lim, ., f(x) =11 £ ls.
Y si f =g~ h, se tiene que lim,_,,, f(z) =11 - l2.

Otra técnica que puede servir es la de relizar un cambio de varibles que

. 2 2
reduzca la cantidad de variables. Por ejemplo, si f(z,y) = %,
entonces el lfm, ,)—(0,0) f(2,9¥) = 0, pues realizando la sustitucién

u = x? + y? se tiene que cuando (x,y) — (0,0) entonces u — 0
(pues x2 + y? es continua), y por lo tanto el limite pedido equivale a

lim,, o 22 = 1

4.2. Continuidad

Dado un campo vectorial f : A C R” — R™, y un punto zg € A,
decimos que f es continua en z( si para todo E(f(zo),€) existe un
E(z0,9) tal que f(E(zg,0) NA) C E(f(z0),€)
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Equivaléntemente, la definicién cldsica de continuidad: Para todo € > 0
existe un ¢ > 0 tal que para todo x € A, si

||z — z0|| < & entonces || f(z) — f(xo)|| < €

De la definicién se ve que si zg es un punto aislado de A, entonces f es
continua en z( (basta tomar el § que hace que el punto sea aislado).

Por otro lado, si 2y es un punto de acumulacién de A, entonces son
equivalentes que f sea continua en x(, con que se cumplan simultdnea-
mente las 3 siguientes cosas

1. Existe f(xg) (es decir 2o € A)
2. Existe 3 lim f(z) =1
T—xTo

3. f(xo) =1
4.2.1. Propiedades de funciones continuas

Son continuas en todo su dominio las siguientes funciones

1. Funciones polinémicas, de cualquier cantidad de variables. Ejem-
plo: 22 + 3zy + 2> es una funcién continua en R?

2. La funcién exponencial f(z) = e® es continua en R

3. Las funciones trigonométricas sin(z) y cos(x) son continuas en R

Ademsds, supongamos que las funciones g,h : A C R®™ — R™ son
continuas en zg € A.

Entonces son continuas en zq las siguientes funciones
1. f=gxh

Si ademés m = 1, es decir se trata de campos escalares, tiene sentido
multiplicarlos, y también dividirlos en los puntos donde no se anula el
denominador, y son continuas en xy € A las funciones

1. f=g-h
2. f=g/h (st h(zo) # 0)

Y por ultimo es 1util el siguiente teorema:
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Sif:ACR" — R™escontinuaenzgy g: B CR"™ — RP es
continua en yo = f(z), vy si existe la funcién compuesta h = go f (es
decir f(A) C B), entonces h es continua en zg.

Por dultimo, si f : A C R®™ — R™ tiene funciones coordenadas f =
(f1, f2,---, fm) entonces f es continua en x( si y solo s{ cada compo-
nente f; es continua en xg para todo 1 < i < m.

5. Derivabilidad

5.1. Derivada de funcién vectorial

Dada la funcién vectorial f : A C R — R" y ty € A° definimos su
derivada en t; como

F(t) = Ifm f(to+h) — f(to)

h—0 h

si dicho limite existe. Sind, se dice que f no es derivable en dicho punto.

Si es derivable en todo el dominio tiene sentido definir la funcién deriva-
da f’(t) que a cada punto le asigna la derivada de la funcién, y decimos
que f es derivable.

Observacion: Si f(t) = (f1(t), f2(t),. .., fa(t)) entonces f es derivable
si y sélo si todos sus funciones coordenadas f; son derivables, y el valor
de la derivada viene dada por ¢'(t) = (g1 (%), g5(t), ..., g, ()

Interpretacion geométrica:

Si f(t) es la parametrizacién de una curva, entonces f’(¢o) es un vector
tangente a la curva en el punto f (o)

En dicho caso existe recta tangente a la curva, la cual podemos
parametrizar como

r(A) = f(to) + Af'(to)

Y también existe el plano normal, que podemos expresarlo con su
ecuacion cartesiana de la forma

(z — f(z0)) - f'(x0) =0
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5.2. Derivadas parciales, direccionales, y respecto
a un vector

Sea f: ACR" - R™ y xg € A°, y sea v € R". Entonces definimos la
derivada de f en xg respecto al vector v como

£ () = ;1111,% f(xo + hZ) — f(z0)

si dicho limite existe.

Otras notaciones equivalente son

fi(o) = f'(x0,v) = Dy f(x0) = L (w0)

Si v es un versor, es decir si |[v]| = 1 decimos que se trata de una
derivada direccional, y si ademéas v es un versor canénico de R", es
decir v = ¢; = (0,0,..., _1 ,0,...,0) decimos que se trata de una

i-ésima
derivada parcial.
Teorema: Sea f : A C R™ — R™ con 9 € A° y v € R™, tal que
f = (f1,--., fm). Entonces f es derivable en xy respecto a v si y
solo si cada funcién coordenada es derivable en x( respecto a v, y en
dicho caso se tiene f/(xo) = (f1,(%0), f4,(%0), -, fie(T0)), es decir
que podemos derivar coordenada a coordenada.

5.2.1. Propiedad de homogeneidad

La propiedad de homogeneidad es el siguiente teorema: Si existe la
derivada direccional f'(zg,v) y k € R, k # 0, entonces f'(xg, kv) =
kf/ (x07 ’U).

Demostracién:

y . flxo + hkv) — f(xo)
R

— b lim f(xo + hkv) — f(z0)
h—0 hk

Sustituyo © = hk y cuando h — 0 se tiene que hy — 0, luego

_ kg @0 +uv) = f(2o)

u—0 u

= k'f/(xOvU)
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Corolarios:

L. f/(xO’ _U) = _fI(J:O’U)
2. f'(zo,v) = ||v||f'(z0, ) (donde ¢ = %)

(]l

5.2.2. Derivadas parciales sucesivas

Las derivadas parciales podemos pensarlas como funciones cuyo do-
minio es el conjunto sobre el que quedan definidas, y como tales tiene
sentido volver a derivarlas, respecto a la misma u otra variable.

5.2.3. Teorema de Schwarz

"
€je;

Sea el campo escalar f : A C R" — R, si existen f, ,
continuas en un entorno del punto xy € A° entonces

y son

féi-ej- (LU()) = fé/jei (x())

es decir las derivadas parciales mixtas son iguales.

5.2.4. Funcién clase C!

Sif:ACR"™— R™con A abierto, es tal que posee todas sus derivadas
parciales y son continuas en A, entonces decimos que f es de clase C*
y lo denotamos f € C*.

Del mismo modo si tiene todas sus derivadas parciales segundas y son
continuas decimos que f € C2.

Andlogamente se dice que f € C" si sus derivadas parciales de orden
n existen y son continuas en el abierto A.

5.3. Curvas y Superficies

Un subconjunto C' C R™ decimos que es una curva si existe una fun-
cién vectorial continua g : [0,1] — R™, tal que g([0,1]) = C. A la
funcién g se la llama parametrizaciéon de la curva.

Sea g(t) la parametrizacién de una curva, si ademés g € C* y existe
g’ (to) # 0 decimos que se trata de una curva regular en g(tp)
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Un subconjunto ¥ de R? decimos que es una superficie si existe un
campo vectorial continuo g : A C R?> — R3, con A conexo, tal que
g(A) = S. A la funcién g se le dice la parametrizacién de la superficie
3.

Sea g(u,v) la parametrizacién de una superficie, si ademas g € C' y
existe g,, (uo, vo)Ag, (uo, vg) # 0 decimos que se trata de una superficie
regular en g(uo, vo)

Ejemplo: La cicloide es la curva que se genera al hacer girar una cir-
cunferencia de radio a > 0 sobre el eje de las x, como se ilustra en la
siguiente imagen.

¥

0

Dicha curva puede parametrizarse por

g:R = R?

g(t) = a(t —sin(t), 1 — cos(t))

la cual es derivable en todo su dominio, su derivada es
g'(t) = a(1 — cos(t), sin(t))

Estudiemos algunos de sus valores
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Veamos cuales de ellos son regulares

9'(0) = a(0,0)
g'(w/2) = a(1,1)
g'(m) = a(2,0)

(

Por lo tanto los puntos X; y X5 son regulares, y los puntos X y X3 no
lo son (se dice que son singulares). Ademds en X el vector tangente
es "horizontal” por lo tanto la recta tangente en dicho punto es la recta
horizontal de ecuacién y = 2a

6. Diferenciabilidad

En el TP04 vimos varios ejemplos de funciones derivables (en toda
direccién) pero no continuas. La idea de esta seccién es generalizar la
idea de derivada de Anélisis 1 de forma tal que este nuevo concepto, que
llamaremos diferenciabilidad, si que implique continuidad, asi como lo
hacia el concepto de derivabilidad en una variable.

Recordemos la definicién de funcién (escalar) derivable en un punto:
Una funcién escalar f : A C R — R es derivable en g € A° si existe
el siguiente limite

f’(ﬂio) — lim f(xO + h})L - f(l?o)

h—0
equivalentemente
lm f(@o+h) — f(wo) — hf'(x0) _ 0.
h—0 h

O sea es derivable si existe una funcién escalar i : A — R tal que
Fao +h) — f(o) — f'(@o)h = hyu(h)

con }llli% wu(h) =0.

Por otro lado, la expresién f'(xg)h es una transformacién lineal T :
R — R, h — T(h), y por lo tanto podemos decir que f es derivable
si existe una transformacién lineal 7' : R — R y un campo escalar
u: A — R tales que

f(zo+h) = f(zo) = T(h) + hyu(h)
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con limy_,opu(h) =0

Ahora si estamos en condiciones de definir funcién diferenciable en un
punto:

6.1. Definicion

Un campo vectorial f : A C R®™ — R™ se dice diferenciable en
xg € A° si existe una trasnformacion lineal 7' : R™ — R™ y un campo
vectorial p: A — R™ tales que

f(@o +h) = f(xo) = T(h) + [|h]|u(h)

1i h)=
conhlg%u() 0

Esta definicion tiene concecuencias importantes. Veremos algunas de
ellas en las siguientes subsecciones.

6.2. Diferenciabilidad implica Derivabilidad
Teorema: Sea el campo vectorial f : A C R™ — R™ diferenciable en
xo, entonces f es derivable en xy con derivada f'(xg,0) = D f(x0) - 0.
Demostracion:

Como f es diferenciable en o existen una transformacién lineal T :
R™ — R™ y un campo vectorial y : R™ — R™ tales que

f(@o+h) = f(zo) = T(h) + [|h]|u(h)
Considerando h = kv

f(@o + ko) — f(x0) = T(k0) + [[k0[[u(k0)
f(wo + k) = f(x0) = KT(0) + [K|p(k0)
dividiendo por k y tomando limite £k — 0

lim f(@o + ko) — f(w0) L
k—0 k k

Y como T'(%) no depende de k, y como % es acotada y p — 0, se tiene

(o, 0) = T(0)

= lfm T(0) 4 — p(kd)
k—0
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Lo cual nos dice que existen todas las derivadas direccionales, e incluso
nos da una forma de calcularlas.

Corolario: Sea un campo vectorial f : A C R* — R™ diferen-
ciable en g € A°, y sea T una transformacién lineal que cumple
lo pedido, entonces dicha transformacion lineal es unica, y ademaés

En otras palabras si f = (f1, f2, .- ., fm) entonces la matriz asociada a
la transformaicén lineal T respecto a las bases canénicas de R™ y R™,
se expresa poniendo en sus columnas las derivadas parciales de f en
Zg, O sea

f{,el f{,ez tee f{@n
/ / /

[T] _ f2,el f2,62 e f2,en
'/. ' / /

m,eq m,ez m,en,

Demostracién:

Es inmediata: por el teorema anterior

haciendo v = e; tenemos
f(@o, €) = T(€)

y como las derivadas parciales de existir son tnicas (son un limite)
entonces la transformacion lineal de existir es Unica.

Definicion:

Sea f: A C R®™ — R™ es diferenciable en zq € A°, entonces a la
transformacién lineal T' la vamos a llamar el diferencial de f en xg,
y la vamos a denotar df.

A la matriz [T] asociada a la transformacién lineal df(z¢) o df,, la
llamamos matriz jacobiana de f en zg, y la denotamos D f(z() o

Dfo,.

6.3. Diferenciabilidad implica Continuidad

Teorema: Sea el campo vectorial f : A C R™ — R™ diferenciable en
xg € A°, entonces f es continua en xg.
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Demostracién:

Como f es diferenciable en x existen una (inica) transformacién lineal
df : R® — R™ y un campo vectorial p: A — R™ tales que

f(@o+h) = f(xo) = T(h) + [[h]|u(h)

Tomando limite h — 0

lim f(xo + h) — f(zo) = lim T(h) + ||h| p(h)
h—0 h=0——~ =~
—0 —0 —0

O sea
}{%f(f(ﬁ‘h)—f(zo) =0
}{fg})f(fo‘Fh) = f(=o)

Sustituyendo = = xzg + h queda h = x — xg se tiene que cuando h — 0
entonces * — xg, reemplazando:

lim f(x) = f(xo)

Tr—rTo

lo cual nos dice que el limite existe y es igual al valor de la funcién en
el punto, o sea que f es continua en xg.

6.4. Gradiente

Definicién: Sea el campo escalar f: A C R™ — R™, y 2y € A°, si exis-
ten las derivadas parciales de f en xq, definimos el vector gradiente
V f(zo) como

Vf(xo) = (fe, (x0), fl,(x0), .-, fo, (0))

Es decir es el vector cuyos componentes son las derivadas parciales.

El teorema de diferenciable implica derivable nos dice en este caso que
si f: ACR™— R es diferenciable en zg € A°, y v € R™ es un versor,
entonces las derivadas direccionales las podemos calcular como

fol@o) =V f(xo) v
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6.5. El gradiente es normal al conjunto de nivel

Sea el campo escalar f: A C R™ — R diferenciable en zy € A°, y sea
k € R, entonces V f(xg) es perpendicular al conjutno de nivel k de f
que denotamos C(f)

Demostracién:
El conjunto de nivel k de f son los x € A tales que
flz) =k

Sea g : [a,b] — R™ la parametrizacién de una curva incluida en el
conjunto de nivel, es decir que g([a,b]) € Ci(f) C A, tal que g(to) = zo
y ¢'(to) # 0.

Entonces podemos componer g con f y se tiene que

fg(t)) =k

Aplicando la regla de la cadena (que se ve en el TP06) se tiene
Vi(g(t)-g'(t)=0

O sea que Vf(zg) - ¢'(to) = 0, es decir f(xzo) L ¢'(tg). Pero ¢'(tg) es
un vector director de la recta tangente a la curva que esta incluida en
el conjunto de nivel, es decir es paralelo al conjunto de nivel, y por lo
tanto el gradiente es normal al conjunto de nivel.

6.6. Direcciones de derivada maxima, minima y nu-
la

Sif:ACR" — R es diferenciable en 29 y V f(20) # 0, entonces:

Existe una unica direccién de maxima derivada direccional y es a0 =

7“§;Ei2§”. El valor de dicha derivada es ||V f(zo)|].

Existe una tnica direcciéon de minima derivada direccional y es 7, =
—Tmaz- Bl valor de dicha derivada es —||V f(zo)]|-

Ademas, si n = 2 existen exactamente dos direcciones de derivada

direccional nula, y si Vf(zo) = (a,b) entonces las mismas son r; =

(=b,a) _
M—ba ¥'2= 7"

Demostracién:

Como f es diferenciable en zq, por el teorema sabemos que es derivable
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fo(@o) = Vf(zo) - v

Pero

donde ¢ es el dngulo entre V f(zg) y v.

Para que dicha derivada sea méxima se requiere cos(¢) = 1, por lo
tanto el valor méximo que toma es ||V f(zg)||, v esto ocurre cuando el
angulo es 0, es decir cuando v = e = %

Por la propiedad de homogeneidad, la minima derivada direccional es
—|IVf(x0)|| ¥y ocurre en la direccién v = rnin = —Tmax

Finalmente, en R?, buscamos las direcciones de derivada direccional
nula, es decir f](z9) = 0=V f(xo) v

Es decir estamos buscando los versores normales a V f(zg).

Dado el vector V f(z¢) = (a,b), una forma ficil de encontrar un vector
normal es intercambiar las coordenadas y cambiarle el signo a una.
Luego dividimos por la norma y obtuvimos un versor normal. El otro
es simplemente el opuesto aditivo.

6.7. (! implica diferenciable

Teorema: Sea el campo escalar f : A C R" — R™ con A abierto. Si
f € C', entonces f es diferenciable en todo x € A.

Observacién: Una funcién puede ser diferenciable y atn asi f ¢ C!,
por ejemplo:

0 stx=0

{z2 sin(1) siz#0
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7. Funciones Compuestas e Implicitas

7.1. Funcidon definida implicitamente

Dada una funcién F : A € R*"*! — R, decimos que la ecuacién
F(xy,29,...,24,y) = 0 define implicitamente a y como funcién de
T1,...,T, en B si existe una funcién f : B C R™ — R tal que
F(zi,...,2n, f(z1,...,25)) =0, para B C A, donde A, es la proyec-
cién de A sobre z1,...,2,

Ejemplo: F : R?* = R, F(z,y,2) = 2? +y? — 2. La ecuacién correspon-
diente es 22 + y? — z = 0. Como existe f : R? — R, f(z,y) = 22 + ¢?
tal que F(x,y, f(x,y)) = 0, la ecuacién define implicitamente a z como
funcién de z, y.

Ejemplo 2: F : R?* — R, F(x,y,2) = 2% + y? + 22 — 1. La ecuacién
correspondiente es 22 + y? + 22 = 1.

Sea Dy = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}. Como existe f : Dy C R? — R,
f(z,y) = /1 — 22+ y? tal que F(z,y, f(z,y)) =0, la ecuacién define

implicitamente a z como funcién de x,y.

Notar que globalmente la relacién entre z,y y z no es funcional, pues
por ejemplo tanto el (0,0,1) como el (0,0,—1) satisfacen la ecuacién,
pero f(0,0) debe tener una tnica imagen. En particular, la funcién
definida implicitamente no tiene porqué ser uinica, otra funcién definida
implicitamente por la misma ecuacién es g : Dy — R? g(z,y) =

_ ’1—x2—y2

7.2. Teorema de Cauchy-Dini

Sea F : A C R"! — R con A abierto y F € C1, y sea la ecuacién
F(xla"wxnay) = 0.

Sea ademds P = (ai,...,an, %) € 4, tal que F(P) =0,y F,(P) # 0.

Entones la ecuacion define implicitamente a y como funcién de x1, . .., x,
en un entorno de P, = (a1, ...,a,), es decir existe f : A, N E(P,,d) C
R™ — R tal que F(x1,...,2n, f(1,...,2,)) =0, y ademds f es difer-
enciable en P, y

31



Equivaléntemente, podemos calcular el gradiente V f(P,) de la sigu-
iente manera

F,(P)  F,(P) £, (P)
Vi) = (“ErHe )
- _Fjp) (F..(P),E.,(P).....F. (P))

7.3. Funcién Compuesta

Sean f: ACR" - R™yg: BCR™ — RP tales que f(A) C B.
Entonces existe la funcién h : A — R? tal que h(x) = g(f(z)).

Decimos que h es la funcién compuesta que resulta de componer f
con g y lo denotamos como h = go f.

7.4. Teorema de la Regla de la Cadena

Sea f: ACR™ — R™ con xg € A° y f diferenciable en xg
Y seag: B CR™— RP, con yo = f(zg) € B°, y g diferenciable en yg.

Entonces existe la funcién compuesta h : A — RP, la misma es diferen-
ciable en zq, y ademas el diferencial de h en x( es igual a la composicién
de los diferenciales de f en x( con el de g en yg, es decir

dh(zo) = dg(yo) o df (z0)

También lo podemos expresar matricialmente: con respecto a las ma-
trices jacobianas Dh(xg), Dg(yo) v Df(xo) se tiene que

Dh(zo) = Dg(yo) - D f(x0)

donde ahora el producto es el matricial.
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8. Polinomio de Taylor y Extremos

8.1. Polinomio de Taylor

Vamos a definir el polinomio de Taylor de un campo escalar f : A C
R? - R, f € C?, de segundo grado en un punto (zg,yo) € A.

Para eso primero recordemos que el de primer grado es

Tl(x’y) = f(xo’yo) + fé(wo’yo)(m - :1?0) + f;(l‘o, yO)(y )

El polinomio de taylor de segundo grado en dicho punto es

T1(z,y) = f(x0,y0) + fr(%0,y0)(® — x0) + f, (0, y0) (¥ — o)+

+a1 [ (o, yo) (x — 20)? + 2 fy (0, y0) (2 — 20)(y — o) + fyy (20, y0) (Y — Y0)?]

8.2. Maximos y minimos de una funcién

Llamamos extremos a los maximos y minimos que puede alcanzar
una funcion.

Sea el campo escalar f: A CR" - R, y g € A, entonces:
f(zo) es maximo absoluto de f si f(x) < f(zo) para todo z € A
f(xo) es minimo absoluto de f si f(x) > f(xzo) para todo z € A

f(zo) es méximo relativo de f si f(z) < f(xo) para todo x € AN
E(x9,0) para algin ¢ > 0

Y

f(zo) es minimo relativo de f si f(z) > f(xg) para todo z € AN

E(xg, ) para algin 6 > 0

Todos los extremos se definieron en sentido amplio. La definicién en
sentido estricto es andloga pero cambiando < por < y > por >, y
analizando A — {zo} para extremos absolutos, y (4 — {zo}) N E(zo, )
para extremos relativos.

Definicién:

Sea f: A C R®* - R. Un punto critico es un elemento zy € A
tal que o bien f no es diferenciable en él, o bien es diferenciable pero

Vf(zo) = 0.
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8.2.1. Criterio de la derivada primera
Sea f: ACR" — R, f e CL Sif(rg) es punto critico, entonces
Vf(.’l'}o) =0.

Es decir, para que esta funcién presente un extremo f(z() es necesario
que Vf(zg) =0.

Demostracién:

Sea g(t) = x¢ + tv para un versor v € R"™, y considero la composicién

h(t) = f(g())-

Claramente g(0) = xo. Como f es diferenciable en xq y g es diferencia-
ble en 0, la compuesta h es diferenciable en 0, y podemos usar la regla
de la cadena y obtenemos

h'(0) =V f(9(0))g'(0)

Pero si f presentaba extremo en x(y entonces h presenta extremo en 0,
y por el criterio de la derivada primera (de Andlisis 1) sabemos que
debe cumplirse

h'(0) = 0.

O sea que

Vf(9(0)) - ¢'(0) = 0.

Pero ¢'(0) = v, luego nos queda
Vf(xzg)-v=0.

y como f es diferenciable en xy nos queda
Vf(zo) v = fi(z0) =0

En particular tomando v un versor ¢andénico”de R™ vemos que todas
las derivadas parciales son nulas, y por lo tanto Vf(z9) = 0 como
queriamos probar.

8.2.2. Matriz Hessiana

Dado el campo escalar f : A ¢ R® = R, f € C?, llamamos matriz
Hessiana a la matriz jacobiana del gradiente de f. Es decir:
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" " "
ei1ey €1e2 e €1€en
" " "

Hf — €egeq €eg€eg ttt €9€n

1/ 1/ 1

eneél €ene Tt €n€n
Observacién: Por el teorema de Schwarz, la matriz Hessiana es siempre
simétrica.

8.2.3. Criterio de la derivada segunda

Sea f: ACR" = R, f € C? y zq punto critico, es decir V f(xq) = 0.

Entonces si la matriz hessiana en z( es definida positiva, es decir sus
autovalores son todos positivos, la funcién presenta un minimo relativo
f(xo), y si estd definida negativa, es decir sus autovalores son todos
negativos, la funcién presenta un méximo relativo f(zo).

Una forma de ver si la matriz estd definida positiva es utilizando el
criterio de Sylvester, que explicamos para el caso n = 3, es decir en
R3.

Sea la matriz hessiana de f:

1 1" 11
T Ty Tz
Hf — 12 1 1"
yx vy Yz
1 1 1
zZT 2y 2z

Consideramos los menores principales, es decir los siguientes deter-
minantes:

_ "
Hy = [ 3]
" "
J— rxr x
H2 - " ”y
yzx vy

1 1" 1
Tx Ty Tz

_ 1" 1/ 17"

Hz = yr  Jyy Jyz
1 12 1

zx 2y zz

Entonces si Hy, Hy, H3 > 0 la matriz estd definida positiva.
Y si Hy <0, Hy > 0, H3 < 0 la matriz estd definida negativa.

Si algin determinante da O el criterio no decide, y en cualquier otro
caso hay punto de ensilladura, es decir no se produce extremo.
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8.3. Extremos condicionados

Supongamos que queremos maximizar un campo escalar f(z,y), sujeto
a una restriccién g(z,y) = 0.

Un método consiste, cuando es posible, en despejar = o y (o alguna
expresién) de la ecuacién g(z,y) = 0 de forma tal de reemplazarla en
la funcién f(x,y) para que quede en funcién de una variable.

Otra posibilidad serfa parametrizar la curva g(z,y) = 0, digamos me-
diante la funcién vectorial r(t), luego componer h = f or y maximizar
dicha compuesta h(t) = f(r(t)) que es una funcién de una variable.

Pero si ninguno de los métodos anteriores funciona, debemos recurrir
a los multiplicadores de Lagrange:

Definimos la funcién lagrangiana:
L(Xx,y) = Ag(z,y) + f(z,y)

Los puntos criticos (restringidos) los hallamos calculando el gradiente
e igualando a cero:

VLA, z,y) = (0,0,0)

g(x,y) =0
Mgy + [ =0
Agy + £, =0

Para cada punto critico restringido podemos analizar si es extremo
analizando geométricamente la funcién, o usando el hessiano restringi-
do:

! /

0 9 9y

_ / " 1/
H= 9z TT Ty
/ 1 2
g’é/ yx vy

Si H3 < 0 hay minimo relativo
Si H3 > 0 hay maximo relativo.

En general, si hay m restricciones, se consideran los menores principales
de tamano 7 > 2m + 1.

Si m es par y H; > 0 para todo ¢ hay minimo relativo. Y si H; <
0,H;+1 > 0,H;12 <0,... hay méximo relativo.

Si m es impar y H; < 0 para todo ¢ hay minimo relativo. Y si H; >
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0,H;y1 <0,H;;12 > 0,... hay maximo relativo.

Ejemplo: Analizar los extremos de f(z,y) = 2% + y? sujeto a x = 0
L\, x,y) = A + 22 + 32

VLA x,y) = (z, A+ 2z,2y) = (0,0,0)

z=0

A+2x=0

2y =20

El dnico punto critico es (A, z,y) = (0,0,0)

0 0

1
H=11 2 0
0 0 2

Como Hjz = —2 < 0 hay minimo relativo f(0,0) =0

9. Integral de Linea y Funcion Potencial

9.1. Integral de Riemann

Recordemos la definicién de la integral de Riemann:

Sea [a,b] € R un intervalo compacto, y sea P ={a=12¢ <21 < ... <
Zn, = b} una particién de [a,b]. Sea f una funcién acotada en [a, b].

Notamos

m; = foepe, | 2 f(2)

M; = SUPge(z; 2] f(z)

Ax; =1 — i1

Las sumas superior e inferior de Riemann son
Sp(f) = Bim  MiAx;

sp(f) = BiLymi A

Luego

f:fda: = infy, part Sp(f)
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f:fdiﬂ = Supp part SP(f)

donde el infimo el el supremo se calcula sobre todas las particiones
posibles.

Si son iguales, se nota f; fdx y se dice que f es Riemann-integrable
en [a,b], y lo denotamos f € R

9.2. Curva regular a trozos, curva de jordan

Una curva C € R™ decimos que es regular a trozos si puede escribirse
como C = UleCi donde cada C; es una curva regular, y el extremo
final de una coincide con el inicial de la siguiente.

Es decir si cada curva C; estd parametrizada por g; : [a;, b;] — R™,
entonces g;(b;) = gi+1(ait1)

Una curva C' es simple si admite una parametrizacién inyectiva.

Una curva C es cerrada si admite una parametrizacién g : [a, b] — R”
tal que g(a) = g(b)

Una curva C se dice cerrada simple, o curva de Jordan, si admite
una parametrizacién g : [a,b] — R™ tal que es inyectiva en [a,b) y

g(a) = g(b)

9.3. Integral de linea

Dada una curva C € R™ con parametrizacién g : [a,b] — R", y dado
un campo escalar f : A CR™ — R continuo, tal que C' € A°, definimos
la integral de f sobre C' como

Je Fde= [} F(g(t))llg'(t)l]dt

Dada la misma curva C con misma parametrizacién g, y dado el campo
vectorial f : A C R®™ — R™ continuo, tal que C € A°, definimos la
integral de f sobre C' en este caso también llamado circulacién como

Jo f-de= [ f(g(t)- ¢ (t)dt

En ambos casos decimos que se trata de la integral sobre la curva C'
desde g(a) hasta g(b)
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9.4. Campos conservativos

Dado un campo vectorial f: A C R® — R", con A abiertoy f € C1,
podemos preguntarnos si en realidad se trata del gradiente de un campo
escalar ¢ : ACR™ = R, ¢ € C?, tal que V¢ = f.

En dicho caso, decimos que f es un campo conservativo, y que ¢ es
su funcién potencial.

Observacion: No todos los campos vectoriales son conservativos.

Por ejemplo f(x,y) = (—y,z) no es conservativo. Si lo fuera, como
f € C! se tendria una ¢ € C? tal que V¢ = f, pero en ese caso seria
¢, = —y y ¢, = x. Se cumplen las hipétesis del teorema de Schwarz,
por lo tanto ¢}, = ¢y, con lo cual llegamos a —1 = 1 lo cual es absurdo,
y por lo tanto f no es un campo conservativo.

Es facil construir ejemplos de campos conservativos, simplemente elegi-
mos un campo escalar ¢ € C?, y su gradiente es un campo con-
servativo. Por ejemplo si ¢(z,y) = 2% + y? entonces se tiene que
Vo(z,y) = f(z,y) = (2x,2y) es un campo conservativo, cuya funcién
potencial es ¢.

9.5. Teorema de la independencia del camino

Sea el campo vectorial conservativo f: A CR" - R", ysea ¢ : A C
R™ — R su funcién potencial.

Sea C' C A° una curva regular con parametrizacién g : [a,b] — R,
entonces

Jo frde=(B) - ¢(A)

Demostracién:

Queremos caleular [, f-de= [ f(g(t)) - ¢/ (t)dt
Como f = V¢ se tiene

Jio frde = [7V(g(t) - g (t)dt

Ahora consideramos la funcién compuesta h = ¢ o g, h(t) = ¢(g(t)).
La misma existe puesto que la curva esta en el dominio de ¢.

Como g € C" por ser la parametrizacién de una curva regular, y ¢ € C?
por ser funcién potencial de f, ambas son diferenciables, y podemos
aplicar el teorema de la regla de la cadena
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W(t) =Ve(g(t)) - g'(t)

reemplazando en la integral

Jo £rde= [} W (t)dt

y por el teorema fundamental del calculo de Analisis 1
[P B (t)dt = h(b) — h(a)

Pero h = ¢(g(t)), finalmente

Jo f - de = ¢(g(b) — ¢(g(a))

Es decir que la integral de f sobre la curva C' no depende del camino,
sino sélamente de los puntos inicial g(a) y final g(b) de la curva.

Corolario:
Si f es conservativo, la integral sobre cualquier curva cerrada da cero.
Demostracion:

Como C es cerrada g(a) = g(b), y como f es conservativo se tiene

Jo £+ de=¢(g(b)) = ¢(g(a)) = d(g(a)) — d(g(a)) =0

9.6. Condicion necesaria para la existencia de fun-
cion potencial

Sea f : A C R® — R" conservativo con f € C!, entonces su matriz
jacobiana D f es continua y simétrica.

Dicho de otra forma, si f € C! tiene matriz jacobiana Df que o bien
no es continua, o bien no es simétrica (o ninguna de las dos), entonces
f no puede ser un campo conservativo.

Demostracion:

Como f € C! es conservativo, existe ¢ : A C R® — R con ¢ € C? y
Vo =Ff.

Como f € C! es claro que su matriz jacobiana debe ser continua.
Ademds por el teorema de Schwarz ¢, = ¢} ;.
la matriz jacobina debe ser simétrica.

lo cual prueba que
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9.7. Condicién de suficiencia para la existencia de
funcién potencial

Sea f: A CR"” — R" tal que cumple la condicién necesaria para que
exista funcién potencial (es decir tiene Df continuo y simétrico). Si
ademds A es simplemente conexo, entonces f es conservativo.

Observacion: La condicién de suficiencia me garantiza que si la misma
se cumple, entonces el campo es conservativo. Pero no garantiza que
si la misma no se cumple entonces el campo no sea conservativo. Hay
funciones que no cumplen la condicién de suficiencia y atin asi son
conservativos, por ejemplo sea A = R2—{(0,0)}, f : A — R?, f(x,y) =
(2z,2y). Cldramente A no es simplemente conexo. Sin embargo existe
¢:A—=R, ¢peC? ¢(x,y) =22 +y? y f = Ve, es decir el campo f
es conservativo.

9.8. Masa, momentos, centro

Veamos algunas férmulas para el calculo de masa, momentos y centro,
sobre curvas.

Sea g : [a,b] € R — R? la parametrizacién regular de la curva C' C R2.
Sea § : R?2 — R continua la densidad de masa.
Podemos calcular la masa

M = [, dde

Momentos estaticos respecto a los ejes coordenados
M, = [, ydde

M, = [, zddc

Centro de masa:

G = ﬁ(Mya M)

Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados
I, = [,y*dde

I, = [, 20de

Sea g : [a,b] € R — R? la parametrizacién regular de la curva C' C R3.
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Sea § : R?® — R la densidad de masa.
Podemos calcular la masa
M= fC dde

Momentos estaticos respecto a los planos coordenados

My = [ zddc
M. = [, yddc
M, = fC zddc

Centro de masa:

G= LM

Yz sza sz)

Momentos estaticos respecto a ejes coordenados

My = [ \/y? + 225dc

My = [ V2% + 226de

M. = [, Vz2 + y28de

Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados
I = [ (y* + 2%)ddc

I, = [ (2% + 2*)ddc

I = [ (z* +y*)ddc

Momentos de inercia respecto a los planos coordenados
Iy = [, 2%6dc

I, = fC y2ddc

I, = [, x%éde

Maés generalmente:

El momento estatico respecto a una recta (o plano) es la integral de
la distancia a la recta (o plano) por la densidad de masa.

El momento de inercia respecto a una recta (o plano) es la integral
de la distancia al cuadrado a la recta (o plano) por la densiad de masa.
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10. Integrales Miiltiples

Definicién: Una regién elemental tipo I del plano es un subconjunto
R C R? de la forma

R={(z,y) eR* :a <z <D fi(x) <y < fol2)}

Andlogamente, una regién elemental tipo II es de la forma
R={(z,y) eR*:a<y<b fily) <z < faly)}

En ambos casos f1, f2 son funciones continuas en el compacto [a, b], y
por lo tanto acotadas, por lo tanto el conjunto R también es acotado,
y como es cerrado, resulta compacto.

Una regién elemental tipo I del espacio es un subconjunto R C R? de
la forma

R = {(x,y,z) eER:a << b?fl(x) <y < fz(y)791($7y) <z<
g2(2,y)}

En total hay 3! = 6 tipos de regiones elementales en R3, que se corre-
sponden con las permutaciones de las tres letras z, y, z ya que consiste
en ordenar las variables. En todos los casos las funciones se asumen
continuas, y por lo tanto el conjunto R resulta compacto.

De nuevo f1, f2, g1, g2 son funciones continuas, y por lo tanto acotadas.

10.1. Teorema de Fubini en R?

Sea f : A C R?> — R continua, con A regién tipo 1, de la forma
A={(z,y) eR?:a<x <, f(z) <y <g(z)} entonces

s F (@ y)dady = [ do [15) F(2,y)dy

10.2. Teorema de cambio de variables

Sea f: A CR? = R continua, y g : U C R? = R? biyectiva, g € C, y
(z,y) = g(u,v), y sea A = g(B), entonces

//A_g(B) f(x,y)dedy = //B f(g(u,v))||det(Dg(u,v))||dudv

Anélogamente, sea f : A C R* — R continua, y g : U C R? — R3
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biyectiva, g € C1, v (2,9, 2) = g(u,v,w), y sea A = g(B), entonces

///A—g<3) f(x’yvz)dfddeZ///B f(g(u,v,w))||det(Dg(u, v, w))||dudvdw

10.3. Coordenadas cartesianas y polares en R?

10.3.1. Cartesianas

Corresponde a la funcién identidad de R?
g:R? - R?

g(ua v) = <u7 U)

En este caso se tiene

det(Dg)| = 1

10.3.2. Polares

Corresponde al campo vectorial
g:[0,+00) x [0,27m) — R?
9(p,9) = (pcos(9), psin(¢))

En este caso se tiene

|det(Dg)| = p
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10.4. Coordenadas cartesianas, cilindricas y esféri-
cas en R?

10.4.1. Cartesianas

g:R? > R3
9(u,v,w) = (u, v, w)

det(Dg)| = 1

10.4.2. Cilindricas

Sobre el eje z corresponde a la funcién
g:[0,400) x [0,27) x R — R3

9(p, ¢,2) = (pcos(¢), psin(¢), z)
|det(Dg)| = p
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10.4.3. Esféricas

También puede orientarse de distintas formas, la estandard es
g:[0,4+00) x [0,27) x [0, 7] — R3

9(p,a, B) = (pcos(a) sin(B), psin(a) sin(B), p cos(5))

|det(Dg)| = p? sin(B)

10.5. Calculo de masa, momentos y centro para in-
tegrales miultiples

Sea A € R? una regién elemental de R?
Sea § : R? — R la densidad de masa.
Podemos calcular la masa

M = [[, édxdy

Momentos estaticos respecto a los ejes coordenados
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M, = [[[, yodxdy

My, = [[[, zédxdy

Centro de masa:

G = 57 (My, M)

Momentos de inercia respecto a los ejes coordenados
I, = [[, y*édxdy

1, = ffA 22 6dxdy

Sea A € R3 una regién elemental de R3

Sea 6 : R? — R continua la densidad de masa.
Podemos calcular la masa

M = fffA ddxdydz

Momentos estaticos respecto a los planos coordenados
My = [[[, z0dzdydz

M. = [[[, yddudydz

M,, = fffA xddxdydz

Centro de masa:

G =+ (M My Myy)

Yz

Momentos estaticos respecto a ejes coordenados
M, = [[[,V/y? + 226dwdydz
My, = [[[, Va2 + 226dxdydz
M, = [[[, /2% + y2ddzdydz

Momentos de inercia respecto a ejes coordenados
L= [[[,(y 2 + 22)ddwdydz
I, = [[[,(z® + 2%)ddxdydz
L = [[[,(a? + y?)ddadydz

Momentos de inercia respecto a planos coordenados
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Ly = [[[, z*6dxdydz
L. = [[[, y*édxdyd=
1y, = fffA 22 6dxdydz

11. Integrales de Superficie y Flujo

11.1. Definicién para superficie paramétrica

Dada una superficie ¥ € R? con parametrizacién g : B C R? — R3,
y dado un campo escalar f : A C R? — R continuo, tal que ¥ € A°,
definimos la integral de f sobre ¥ como

//E fds = //B Flg(u,0)llgn(u, v) A g, (u, v)||dudv

Dada la misma superficie ¢ con misma parametrizacién g, y dado el
campo vectorial f: A C R? — R3 continuo, tal que ¥ € A°, definimos
la integral de f sobre X en este caso también llamado flujo como

//Ef'dSZ //B fg(u,v)) - (g0, (u,v) A g, (u, v))dudv

En este caso decimos que se trata de la integral sobre la superficie X
en la orientacién con vector normal g, (u,v) A g, (u,v)

11.2. Caso superficie grafica de campo escalar

Sea f : A c R? — R, su conjunto gréfica consiste en el conjunto
E={(z,y,2) e AxR:z=f(z,y)}.

La misma la podemos parametrizar como

g(m, y) = (x’yv h(x,y))

luego
9z = (1,0,h)
gy = (0,1, hy)
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11.3. Caso superficie definida implicitamente

Sea el campo escalar G : A ¢ R* — R, G € C!' y supongamos
la superficie o corresponde al conjunto de nivel 0 de G de ecuacién

G(z,y,2) =0y Gi(2,y,2) # 0.

Entonces por el teorema de Cauchy-Dini, la ecuaciéon define implicita-
mente a z = w(z,y), con w diferenciable. Luego podemos parametrizar
3 de la siguiente forma

g(z,y) = (z,y,w(z,y))
g;c = (1,0,’LU;E)
g, = (0,1,w))

g;c A gg,/ = (7’[1);6, 7wly7 1)

pero
’ G,
W, = — &7
x G;
G/
A y
w, = —
y a.
reemplazando

1
7

& VG

’ r_ (G G _
9o Mgy = (gt oh 1) =

11.4. Calculo de masa, momentos, y centro para
superficies

Sea g : A — R? una parametrizacién regular de la superficie ¥ C R3.
Sea 6 : R? — R continua la densidad de masa.

Entonces podemos calcular la masa

M = [[dds

Momentos estaticos respecto a los planos coordenados

My = [[gz0ds

M,. = [[qydds

M,y = [[4zdds
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Centro de masa:

G = 57 (Myz, Myz, May)

Momentos estaticos respecto a ejes coordenados
M, = [[4/y2 + 2%0ds

M, = ffs V2 + 228ds

M = [[4 /22 + y2ods

Momentos de inercia respecto a ejes coordenados
I = [[4(y* + 2?)dds

I, = [[s(x® + 2?)dds

I = [[4(z® +y?)dds

Momentos de inercia respecto a planos coordenados
Ly, = [[sz*ds

L. = [[gy*dds

L. = [[g2?0ds

12. Teoremas de Green, Stokes y Gauss

Definicién:

Sea f: A CR?® - R% f e Cl f= (PQ), entonces definimos
green(f) = QL — P,

El operador nabla corresponde a V = (%, 3%, %).

Sea f: ACR} = R3 feC f=(PQ,R), entonces definimos
rot(f) =V A f=(R, - Q. P, — R,,Q; — P,
div(f)=V-f=P,+Q, + R,
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12.1. Teorema de Green

Dada una regién elemental A C R? con curva frontera C = JA regu-
lar/a trozos (autométicamente cerrada y simple, o sea de Jordan), y
sea el campo vectorial f : B C R? — R?, f € O, f = (P,Q), y con

A C B, entonces
]{ fodc://Q;fP;dxdy
C+=0A A

12.2. Teorema de Stokes

Dada una superficie abierta ¥ C R3 y su curva borde C' = 9 regular/a
trozos (automdticamente cerrada y simple), y sea f : A C R® — R3,
feCtcon f=(P,Q,R),y con ¥ C A, entonces

f0+=azf.dcz /[ETOt(f) -ds

12.3. Teorema de la divergencia

Dada una regién elemental del espacio H C R?, y su superficie frontera
Y = OH una superficie regular/a trozos (autométicamente cerrada y
simple), y sea f: ACR?® - R3, f € C! con f=(P,Q,R),y HC A,

entonces
//mzaHf'dS:///H div(f)dadydz

12.4. Campos irrotacionales, solenoidales, y arménicos

Definicién: Sea A C R™ un conjunto abierto.

Un campo vectorial f : A C R? = R3, f € C! se dice irrotacional si
rot(f)=0

Un campo vectorial f : A C R — R3, f € C! se dice solenoidal si
div(f) =0

Un campo escalar f : A C R? = R, f € C! se dice arménico si
div(grad(f)) =0
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Teorema:

Sea el campo escalar f : A C R® — R, f € C?, entonces rot(grad(f)) =
0, es decir los campos de gradientes son irrotacionales.

Sea el campo vectorial f : A € R?® — R? con f € C?, entonces
div(rot(f)) = 0, es decir los campos de rotores son solenoidales.

13. Ecuaciones Diferenciales 2° parte

13.1. Ecuacion diferencial ordinaria homogénea

Una funcién f: A C R™ — R™ se dice homogénea de grado k si
F(A\z) = A\FF ().

Una ecuacién diferencial ordinaria se dice homogénea si se puede ex-
presar en la forma

y' = F(z,y)

donde F es una funcién homogénea de grado cero, es decir si F (tz, ty) =
F(z,y)

Resolucién:

Se resuelven simplemente mediante la sustitucién y = zz, donde z
depende de z.

13.2. Ecuacion diferencial exacta

Es una ecuacioén diferencial ordinara que se puede expresar como
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

y tal que existe ¢ : A C R? — R, ¢ € C? con do(x,y) = P(x,y)dr +
Q(z,y)dy

Si A es simplemente conexo, alcanza con verificar que Q’, — P; =0.

Se resuelve buscando la funcién potencial ¢(x, y) de f = (P, Q), y luego
la solucién general es ¢(z,y) = C
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13.2.1. Convertible a exacta con factor integrante

SiQ, — Pé = 0 pero al dividirla por P o por ) depende sélamente de
una variable, hay un factor integrante respecto de esa variable:

P; -Qh
p(z)=el @

uly) = ef tdy

Se multiplica la ecuacién diferencial por p para convertirla en total
exacta, y se resuelve como una total exacta.

13.3. Ecuacion diferencial lineal de 2° orden

Son las que se pueden escribir como

y" +a(x)y + blz)y = g(z)

La ecuacién diferencial homogénea asociada es
y" +a(z)y + b(z)y =0

La solucién general viene dada por y = yp, + yp, donde y,, es la SG de
la homogénea asociada, y y, es una SP.

Sia(x) = ay b(x) = b son constantes se dice que la ecuacién diferencial
es a coeficientes constantes:

y' +ay +by = g(x)
La EDO de 2° orden lineal homogénea asociada es
y'+ay +by=0

Para resolverla se propone como solucién y = e**, se sustituye en la
EDO y queda la ecuacién caracteristica a® + aa +b =0

1° Caso: a1, as reales y distintas. En este caso la SG es
Yy = c1MF 4 coe™?*

2° Caso: a1 = ao reales e iguales. En este caso la SG es
Yy = c1e1" 4 core*”

3° Caso: a1 =r + si, ag = r — st complejas conjugadas.

En este tercer caso la SG se deduce con la Férmula de Euler:
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e’ = cos(s) + isin(s)
y la SG es
y = a"*[c1 cos(sx) + co sin(sx))

Para la SP si g(x) es relativamente sencilla (combinacién de polinomios,
exponenciales y trigonométricas), podemos usar el método de coefi-
cientes indeterminados: se trata de .2divinar”la solucién proponien-
do como solucién una familia de funciones acorde al problema, y luego
se determinan los coeficientes.

Si la funcién es polinémica, ejemplo g(x) = 222, propongo Yp = ux? +
VT + W

Si la funcién es exponencial, ejemplo g(z) = €2* + 2¢%, propongo Yp =
ue?® + ve®

Si la funcién es trigonométrica, ejemplo g(x) = cos(2x) propongo y, =
wcos(2x) 4 vsin(2x)

Se reemplazan en la EDO y se averiguan los coeficientes indetermina-
dos.

13.4. Wronskiano

Supongamos que queremos saber si dos funciones fi(x), fa(x) diferen-
ciables son linealmente independientes.

Una manera que a veces resulta sencilla es calcular el wronskiano.

El wronskiano es el siguiente determinante

i |2
113
Si W # 0 entonces {f1(x), fo(x)} es LL

W =

13.5. Lineas de campo

Dado un campo vectorial f : A € R® = R", f € C', una linea de cam-
po es una curva regular C' que se puede parametrizar con g : [a, b] — R”
tal que C C A,y ¢'(t) = f(g(t)) para todo a <t < b

Observacion:
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En R?, si parametrizamos la linea de campo con g(t) = (g1(¢), g2(¢)),

entonces /(1) = (g}(0), (1)) = (P.Q) = f(g(9)- Lucgo § w py

_d _dydt_Q
= Q, y por lo tanto y = ¥ = ¥ & = =,

Es decir que podemos encontrar la familia de lineas de campo resolvien-
do la ecuacién diferencial y' = Q/P.

Teorema: Las lineas de campo de un gradiente son ortogonales a los
conjuntos de nivel de su funcién potencial.

Es decir, si ¢ : A CR® = R, f € C?, entonces las lineas de campo de
f = V¢ son normales a los conjuntos de nivel de ¢.

Demostracién:

Sea C; C A una curva incluida en el conjunto de nivel k de ¢ parametriza-
da por h : [a,b] — R™.

Sea Cy C A una linea de campo del campo f = V¢, parametrizada
por g : [¢,d] — R™.

Supongamos que ambas curvas se cruzan en h(tg) = g(ug) = xo € A
Consideremos la compuesta
w = ¢oh, w(t) =¢(h(t)) =k

Como ambas son diferenciables, por el teorema de la regla de la cadena
e tiene

w'(to) = Vé(h(to)) - I'(to)

como f=V¢

= f(h(to))R' (o)

como h(ty) = g(uop)

= f(g(uo))l (to) =0

Como g es una linea de campo, f(g(uo)) = ¢’'(uo), y por lo tanto
g'(uo)h (to) =0

Lo que muestra que estos vectores tangentes son ortogonales.

Tanto las lineas de campo como el conjunto de nivel eran genéricos. Es
decir que las lineas de campo y los conjuntos de nivel son ortogonales.
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