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PrOLOGO

En el presente apunte se presentan los conceptos dictados en la cursada de
Analisis Matematico II, cursada perteneciente a la Universidad Tecnoldgica
Nacional — Facultad Regional Buenos Aires.

Este documento fue corregido y se lo actualiza periddicamente gracias a los
aportes realizados por los usuarios pertenecientes a: www.utnianos.com.ar, a los
estudiantes que utilizan el material y a los profesores que realizan revisiones del
mismo de forma desinteresada.

Este documento puede encontrarse en: www.utnianos.com.ar, secciéon
académicas: Analisis Matematico II — Apuntes y Guias junto a otros aportes
realizados por alumnos de la facultad. El mismo se encuentra bajo el concepto

de: Material de facil acceso, gratis y libre distribucién.

Para realzar sugerencias, criticas o preguntas sobre el material:

fep.utn@gmail.com

Muchas gracias.

Ultima Actualizada al 29 de Marzo del 2015

Realizado por: Pose, Fernando
Con la colaboracion: Sergio
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APARTADO A

. Qué tengo que conocer?

En el primer apartado se desarrollan de forma abreviada los temas que el
estudiante de analisis matematico, de nivel dos, debera conocer para entender

los temas comprendidos en el programa de la asignatura.

Temario a estudiar.

e Recta en el espacio. Ecuaciones.
e Plano. Ecuaciones.

e (Conicas.

e (Cuadricas.

e Sistema de ecuaciones.
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...:RECTA EN EL ESPACIO::..

Ecuacién de la recta en el espacio:

(X' Y, Z) = (Xo; Yo, ZO) + T(aXl ay’ az)

En esta ecuacién debemos tener en cuenta:

()X, = (X0, Vo,Zo) €S un punto perteneciente a la recta
(2)t es un escalar.
(3)A = (ay ay,a,) es el vector director de la recta.

Ecuacién paramétrica de la recta en el espacio:

X = Xg + T *ax
y=Yot+Txay
Z=17y+T*a,

e Nuevamente t es un escalar.

Ecuacién segmentaria de la recta en el espacio:

4|Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional H
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

Interpretacion geométrica de las rectas las cuales una de sus componentes es

nula. (1)

Interpretacion geométrica de las rectas las cuales dos de sus componentes son

nulas. (2)

(1)(2) Apuntes dlgebra y geomelria analitica — Prof: Leonor Carvajal.
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...:PLANO::..

Ecuacion general o implicita del plano:

Ax+By+Cz+D=0

En esta ecuacién debemos tener en cuenta:

(1)A, B, C no simultaneamente nulas
(2)f = (ng, ny,n,) = (A, B,C)

Ecuacién paramétrica del plano:

X=Xg+T.ay+a. by
y=Yo+T.a,+a. Dby
Z=7Zy+T.a, +a.b,

En esta ecuacion debemos tener en cuenta:

(1)"t"y "a" son dos escalares

Ecuacién segmentaria de plano:

> =
+
W<
+
O] N

En esta ecuaciéon debemos tener en cuentas:
(1)A, B, C se denominan abscisa al origen, ordenada al origen, cota al origen
(2)Las rectas interseccion de un plano con los planos coordenados se denominan trazas
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m

Interpretacién geométrica del plano con una componente nula (3)

Byv+Cz=10

Interpretacion geométrica del plano con dos componentes nulas. (4)

(3)(4) Apuntes dlgebra y geomelria analitica — Prof: Leonor Carvajal.

7|Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

...:CONICAS::..

Circunferencia (5)

Sea (ay B) un punto del plano y sea r € R*. El conjunto de puntos (x,y) del

4 plano cuya distancia al punto (ay f8) es r, se
llama circunferencia de centro (a y f) y radio
r. Tiene por ecuaciéon candnica:
L I . Fix, 1)
El____
(x—)?+(y—p)?=r
]
L
i : x Ecuaciones paramétricas
i I
L F —
X =h+rcos(0)
<0<
{y= k 4+ r sen(0) para0 < 6 < 2m
Elipse (6)
¥ Dados en un plano dos puntos fijos llamados

focos, se llama elipse al lugar geométrico de los
puntos del plano tales que la suma de sus

distancias a los focos es constante. Esta

constante se suele denotar 2a.

(x-h)? | (y-k)?
a—z + b—2 =1

Ecuaciones paramétricas

{X =h + acos(0)

<0<
y = k + b sen(8) para0 =0 < 2Zm
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Parabola. (7)

y Dada una recta d (directriz) y un punto F
(foco), que mno pertenece a d, se llama
parabola al lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de d y de F

=

y? = 2px

Ecuaciones paramétricas

directinz

=t
{y — 2 para VvVt

Hipérbolas. (8)

: Dados dos puntos fijos de un plano, llamados focos,
se llama hipérbola al lugar geométrico de los

puntos del plano, tales que el valor absoluto de la

: diferencia de sus distancias a los focos F1 y F2 es

constante. Ksta constante se suele llamar 2a y la

distancia entre los focos 2c.

(x-h)?  -k?* _
T L

Ecuaciones paramétricas

{x = h + asec(0)

0 T T[_31T
y=k+btg®) P e(-313)V G5

2'2 2 2

(5)(6)(7)(8)Nociones de geomelria analitica y algebra lineal. Ana Maria Kozak.
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...::CUADRICAS::..
Trazas con planos coordenados
Superficie Ecuacion Grafica E: elipse; P: parabola;
H: hipérbola

xy:E;xz:E yz: E
Elipsoide a; b y c son las longitudes de

los semiejes.

xy:E xz:H; yz:H
Hiperboloide En ecuacipnes analogas, el eje del

- hiperboloide corresponde a la

de una hoja . }

variable cuyo coeficiente es

negativo.

En ecuaciones andlogas, el xy:

g:xz-H. =z H
Hlperbolqu:le En ecuaciones analogas, el eje del
de dos hojas hiperboloide corresponde a la

variable cuyo coeficiente es no
negativo.

Cono eliptico

xy: Punfo; xz:y yz:Rectas que
se cortan en un punto.
En ecuaciones analogas, el eje del

recto .
cono corresponde a la variable
cuyo coeficiente es negativo.
xy: Dosrectas; xz: P; yz: P

Paraboloide z x P - En ecuac_iones analogas, el eje del

Hiperbélico —=——7 \.{paraboloide corresponde a la

c a b variable que no aparece elevada al
cuadrado.
xy: Punto; xz: P; yz: P
En ecuaciones andlogas, el eje del
Paraboloide z xR ‘.H“.-?y pargboloide corresponde a la
eliptico —= e i variable que no aparece elevada
’ € a - * | al cuadrado. Si ¢ es negativo abre
hacia el semiespacio negativo del
ele.

Cilindro x’ . ¥’ _1 if;';;“ “u xy: E; ¥: y Y5 Rectas

eliptico recto a’ b ﬂ]l ‘ : “ ~ | paralelas.

Cilindro I | K

hiperbolico l=—-= l ,1 ¥ XY H XZ° 2rectas: V2 € N

recto a” b 1

Cilindro _ N

parabalico z=ax’ W 1recta; X2 P; Y- 1recta

recto

(9) Nociones de geometria analitica y algebra lineal. Ana Maria Kozak.
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...:SISTEMA DE ECUACIONES::..

Introduccién:

A veces uno tiene que resolver un sistema de varias ecuaciones para
encontrar la solucién a un problema, los sistemas de ecuaciones en esas
ocasiones nos permiten encontrar la solucién.

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales tenemos diferentes

herramientas mateméticas.

Sistema de ecuaciones lineales:

Definimos a un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas a un
conjunto de m ecuaciones lineales en las variables {xq;Xx3;.....;x,} v se
define segiin la siguiente formula:

a11x1 + a122 + a13X3+. feer we e +a1nxn = b1
a21x1 + azzxz + a23x3+. ars wras +a2nxn = bz
a31x1 + a32x2 + a33X3+. e eee aan s +amnxn = b3
Las variables a y b con subindices son constantes y {X1; X; .....; X} son las

incognitas. Se dice que el sistema es lineal porque las incognitas estan
elevadas a la 1.
Ejemplo:

3x1 +4x, +7x3 + x4 =2

X1 +6x, +2x3 +3x, =0

Este es un tipo de sistemas el cual se resuelve mediante el método de Gauss,
Gauss-Jordan o la regla de Cramer.
En la materia “a estudiar” generalmente nos encontraremos con sistemas

de ecuaciones los cuales generalmente podremos resolver mediante los

siguientes métodos: Sustitucion, igualacién y reduccion.
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Ejercicio:

A continuacién se propondran tres formas de resolucién dejando a eleccién

del lector elegir la més agradable.

Método de sustitucion

Método de igualacion

Método de reduccion

y=22-3x

4x — 66 +9x = —1
13x = 65
x=5

Por lo tanto:

y=7

Reemplazando en la segunda:

Igualando ambas ecuaciones:

22 —3x= L
XT3
—66 +9x = —1—4x
=% s
XT3 TTrT

Por lo tanto:

y=7

Ejercicio: Ejercicio: Ejercicio:
{3x+y=22 {3x+y=22 {2x+3y=5
4x—3y=-1 4x—3y=-1 5x + 6y = 4
Resolucién: Resolucién: Resolucién:
De la primera ecuacién: [y = 321 - E:’;:( Multiplico por (-2) ec. 1
y="3

{—4}( — 6y =-10
5x + 6y = 4
Sumo ambas ecuaciones.

—4x — 6y + 5x + 6y = —6

—4x+5x = -6
X=-6

Por lo tanto:
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PRIM]

TRA PART]

TEORICO / PRACTICO

&

Realizado por: Pose, Fernando

Con la colaboraciéon: Segio
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CapriTUuLO O

Ecuaciones diferenciales “Primera Parte”

La primera unidad vista en la materia desarrolla la primera parte de las
ecuaciones diferenciales.

Temario a estudiar.

e Ecuaciones diferenciales ordinarias. Definiciones.
e Ecuaciones diferenciales en variables separables.
e Ecuaciones diferenciales de orden superior a 1.

e Trayectorias ortogonales.

e [Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
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ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. DEFINICIONES

Tipos de soluciones: Las soluciones de las ecuaciones diferenciales no son

nimeros (no se resuelven ecuaciones algebraicas) sino funciones y para hallarlas

sera necesario pasar por uno o mas pasos de integracion.

Expresion diferencial: Es aquella que contiene variables y sus derivadas o sus

diferenciales.
Ej: y'+2y -1

Ecuacién diferencial: Es toda ecuacién que contiene expresiones diferenciables.

Ej: (y")? = 12y

Ecuacién diferencial ordinaria: Es aquella donde existe una tnica variable

independiente.

Ecuacién diferencial en derivadas parciales: Es aquella donde existen dos o mas

variables independientes (No se tratan este tipo de ecuaciones diferenciales)

Orden de una ecuacion diferencial ordinaria: Es el de la derivada de mayor orden

que aparece en la misma.

Ej: y""" = 0 es de orden 3.

Grado de una ecuacién diferencial ordinaria: en aquellos casos que la ecuacién

puede expresarse como un polinomio respecto de las derivadas de la variable

dependiente, el grado es el exponente de la derivada de mayor orden.
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Soluciones de una ecuacién diferencial:

Solucién general (S.G)

Solucién particular (S.P)

Solucién singular (S.S)

Es una relacion entre las
variables que satisface a
la ecuacién y contiene n
constantes arbitrarias

esenciales.

Es toda solucién que se
obtiene de la general
dandole a las constantes
valores determinados

Es toda solucion de la
ecuacion diferencial que
no esté incluida en la
solucion general. (No
puede obtenerse de ella
dando valores
determinados a las
constantes.

A saber: La solucion general constituye un haz o familia de curvas. Se dice que

el orden de infinitud del haz es n por tener n constantes arbitrarias esenciales.

., Cémo encarar un ejercicio de la primera unidad?

Forma de resolucion

G::> Resolviendo — Integrando \

Ecuaciéon diferencial

Formando - Derivando <:J

Solucion general — . Soluciéon Particular

Condiciones Iniciales
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ECUACIONES DIFERENCIALES EN VARIABLES SEPARABLES

Estamos ante una ecuacién de variables separables cuando podemos escribirla de

la siguiente forma:s:

f; (%) g1 (y)dx + £,(x) g2(y)dy = 0 donde y = f(x)

Realizando los correspondientes despejes podemos concluir en:

r_ f1(x) g1(y)
N

Nota: Para conseguir la solucién particular de una ecuacion diferencial en
variables del tipo separables reemplazo en la solucion general el punto P =
(x,y) buscando la constante denominada en este caso "C" que debe verificar la

ecuacion de la curva.
A saber:

Si se desea conocer la ecuacion diferencial a partir de una solucién general
acudiremos a derivar la solucién general n veces (n nimero de constantes en la

ecuacion) y vincular las mismas.

Otra forma de definir a las ecuaciones diferenciales de variables separadas:

f(x)dx = g(y) dy
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR A UNO

Este tipo de ecuaciones diferenciales se resuelven aplicando un cambio de
variables. El método se explicara a través de un ejemplo demostrativo

integrando conocimientos de ecuaciones diferenciales ya expuestos.

xy'" — 2y’ =0.HallelaS.P / y(1) =3 =y'(1) =3

Aplicaremos el cambio: w =y’

Si: w = y’entonces w' =y’

Resolucién:
xw' = 2w
xdw _ 5
dx w
dw 2
j— = f—dx
w X
w = kx?
Sabiendo que w =y’
y' =kx?
dy _ o2
dx
fdy= kazdx
kX3
y=3 *¢
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Familia de curvas:

'."ll /
1 /)
/)
/ ,,-‘—__*"//
)2
/]
.-";' e
/)
t : | —t—A —rt . J. : :
€ 5 3 J('( | H 3 4 &
/ -1
f I..
/ {1 43
'II. IIII
I |
[ ——
[ = * o 1
y= | (1x3)/3+1 y = (2x"3)73+2 Y= (3x"3)/3+3
L] b I x I x®
y=| (1x"3)/3+2 y=| (2¢"3)/341 y= (1x"3)/3+2

Para obtener la solucién particular sé que: y(1) =y'(1) =3

kX3
y=3 *¢

Sabiendo que f'(1) =3 ~ k=3

3—3+ =>c=2
_3 c=>c¢c=

La solucién particular (S.P)
y=x3+2
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TRAYECTORIAS ORTOGONALES

Dadas dos familias de curvas Fy y F» se dice que son ortogonales cuando por cada
punto por el que pasa una curva de F; también pasa una curva de F, y ambas
curvas son ortogonales en dicho punto. (Rectas tangentes perpendiculares entre
si)

En andlisis matematico II Estudiamos el caso de curvas planas y familias

simplemente infinitas (una sola constante en cada familia).

Para obtener las trayectorias ortogonales a una soluciéon general de una ecuacion
diferencial deberemos:

(1) Obtener la ecuacién diferencial

(2) Realizar el cambio: y'por — %

(3) Resolver la ecuacién diferencial

Ejemplo:
Dada la solucién general: x? + y? = r?

(1) Obtenemos la ecuacién diferencial: x +yy’ = 0

(2) Realizando el cambio, obtenemos la nueva ecuacién diferencial: x +y (— %) =
0

(3) Resolviendo la ecuacién diferencial dada: y = ax solucién general de las

trayectorias ortogonales a las curvas dadas.

-, -
s -
-, #
\ BN - — .
I -
/__,-—' T #
\ - et -
' N v #
.Q
A =l A
! 7 T N,
¥ A -, \
! s | “, Ay
ra ., g k!
."l _.r"‘_"_*"'-«-\. + \ '\\
'I-'- i/ w” " \
LN |
I I i | | Ll | | | I I I
] L] 1 ) ) ) ) ] I | 1 L]
& 5 4 r 4 2 3 4 5 &
=] -
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Donde:

(1) Las curvas de rojo pertenecen a: y = ax

(2) Las curvas en negro pertenecen a: x? + y% = r?

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Estamos ante una ecuacién diferencial lineal de primer orden cuando podemos

escribirla en la forma:

y' +yPx =Qx)

Nota: Si en particular Q(x) =0 la ecuacién diferencial es del tipo variables

separadas:

y+yP(x)=0

Para este tipo de ecuaciones utilizamos un método de resolucion el cual consiste
en un cambio de variables que se le atribuye a La Grange de la forma: y=uv
Donde:

(D y=yx)

(2) u=u(x)

(3) v=v(x)

(4) y=uv

B)y' =uv+uv
Ejemplo:

Sea la E.D (ecuacién diferencial) lineal: x —y — x> = 0 halle la

solucién general (x # 0)

1
A 2
y YX X

Aplicando: y =uv ~y' =u'v+uv' =>
v
u’v+u[v’——] = x?
X
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[v' =3 =0=>v' —>=0 E.Dvariables separables.
X X

Resolviendo la ecuacion diferencial dada: v = x

A esta no le agregamos la constante en la funcién debido a que lo agregaremos en
la resolucién de la siguiente ecuacion diferencial.
Si se agrega aca la constante y luego se vuelve a agregar una segunda constante

(si agregamos dos constantes) el resultado serd incorrecto.
.z v
Reemplazo v = x en la ecuacién: u'v +u [V’ - ;] =x%=>
u’x = x? E. D variables separadas.

Resolviendo la ecuacion diferencial dada:

=—+4C
u 2+

Notar que se incorpora la constante una sola vez a la solucién.

y(x) = u®x)v(x)
Dado que: y=uv
Terminamos obteniendo la solucién general de la ecuacion diferencial:

XZ
y(x) = (; + c) X

Familia de curvas:
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Ejercicio de parcial/final.

Si f(x,y) = x? + 4y? halle las trayectorias ortogonales a las lineas o curvas
de nivel de f. Indique en especial las ecuaciones de las curvas de la familia
que pasen por el (1,2)

Resolucién formal: f(x,y) = x? + 4y?
X2+ 4y =f
2x+8yy' =0

n n 1
Para encontrar las curvas ortogonales reemplazo: "y'" por: — 5, por lo tanto:

1
2x+8y(——,> =0
y

2 = 8 (dx>
x = 8y dy

2xdy = 8ydx
dy dx
8y 2x
d d
dy _, [dx
y X

Inly| = 41In|x| 4+ In|Kk| siendo In|k| la constante de integracién.

Inly| = In|x*k|

lyl = x*k

y = x*H
Para obtener la solucién particular simplemente debo tener en cuenta del
enunciado:

f(1) =2
Por lo tanto: H=2
Finalmente:

y = 2x* es sol. Part. de la trayectoria ortogonal de f dada en el enunciado.
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Aplicacién fisica de Ecuaciones diferenciales.

En este ejemplo se estudiara la tensién de un capacitor en funciéon del tiempo en un
circuito eléctrico.

Sea el siguiente circuito eléctrico:
CIRCUITO
Se desean determinar la expresién de la tensién que cae sobre el capacitor.

En primer lugar se debe obtener la ecuacién de equilibrio instantaneo por al aplicacién
de las leyes de los circuitos. Aplicando la 2da Regla de Kirchhoff, la cual enunciamos a

continuacién para una mejor interpretaciéon del problemas:

2da Regla de Kirchhoff: En un lazo cerrado, la suma de todas las caidas de tension es

tgual a lo tension total suministrada.

Con el sentido de circulacién que se indica en el circuito se obtiene la siguiente

ecuacion:
v(t) = Vr(t) + Vc(t)
La misma se la desea obtener, en su forma equivalente, en funcién de la variable: Ve(t).

Es de conocimiento en la fisica la ley de ohm la cual se enuncia para una correcta
interpretacion del problema:

Ley de Ohm: FEstablece que el flujo de corriente que circula por un circuito eléctrico
cerrado, es directamente proporcional a la tension aplicada, e inversamente
proporcional a la resistencia de la carga que tiene conectada.

Por lo tanto se tiene que: Vr(t) = RI(t)
Quedando la ecuacién de v(t): v(t) = RI(t) + Vc(t)

Ademas, se conoce la siguiente ecuacién que relaciona la corriente, la carga del
capacitor y la caida de tensién en un capacitor:

dve(®)
dt

i(t)=C
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Si se reemplaza en la anterior ecuacion se obtiene entonces:

dVe(t)
dt

v(t) =RC + Vc(t)

Si consideramos que la tension de excitacién del circuito es: v(t) y que la misma es

igual a un valor constante: v(t)=V (constante) se tiene que:

dve(t)
dt

V=RC + Ve(t)

Luego comenzamos a resolver la ecuacion diferencial:

V. dve(®) 1

R_C T + R—CVC(t)
dve(t)y V1 Ve®
dt _RC RC'©

dve(t) 1
It = ﬁ [V — VC(t)]
dve(t) 1
V—Vc() RC

Teniendo en cuenta que: d [V — Vc(t)] = —dVc(t)

Reemplazando se obtiene que:

div-ve®] 1
V—Vc(® “ret

Finalmente integrando ambos miembros:

d[V —Vc(t)] 1
J v —ve() =J_ﬁdt

Se obtiene:

In[V—Vc(t)] = — %t + In(k)

Operando se obtiene que:

t
V—Vc(t) =Ke RC
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Por lo que finalmente se obtiene que la tensién sobre el capacitor es:
-t
Ve(t) =V—-Ke RC
Luego para determinar la constante de integracion suponemos que en el momento
inicial (t = 0) el capacitor tiene una tensién: V(0) = Vo
Por lo tanto reemplazando en la ecuacion:
0
Vo=V —-Ke RC

De donde se obtiene que K=V — Vo

Hallada asi la expresiéon de la constante de integracion se reemplaza en la ecuacion
general y se obtiene la tensién en el capacitor en funcién del tiempo:

Ve(t) =V — [(V = Vo)e_RLC]
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CAPIiTULO 1
Topologia

Temario a estudiar.

e Conjuntos de puntos. Espacios. Entornos.
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CONJUNTOS DE PUNTOS, ESPACIOS Y ENTORNOS

Producto cartesiano:

AxB = {(a,b)/a € Ayb € B}

Esfera abierta con centro en el punto A € R? yradior >0

E((AR)) 2 {x € RV/|IX—Al|| <R}

EN R? EN R?

Entorno de A € R"

Todo conjunto capas de incluir un E(a,r)

Dado un conjunto S CR"™ v un punto A € R" se pueden dar uno solo de los

siguientes casos:

e A interior de S: cuando 3E(A) CS
e A exterior de S: cuando FE(A) que no tiene punto de S
e A es frontera de S: Cuando VE(a) tiene algin punto de S y alguno que no

pertenece a S.

- El interior de S es el conjunto de sus puntos interiores.
- El exterior de S es el conjunto de sus puntos exteriores.

- La frontera de S es el conjunto de sus puntos fronteras.
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e S CR" es conjunto abierto: Cuando todos sus puntos son exteriores.

e S (CR" es conjunto cerrado: Cuando contiene a todos sus puntos de

acumulacion.

e S (CR" Es conjunto acotado: Cuando se lo puede incluir en una esfera,

abierta con centro en el origen y radio finito.

e S (CR" Es compacto: Cuando es cerrado y acotado.

e S (CR" Es convexo: Cuando para todo par de puntos A,B,C € S el
segmento AB CS

C1: Es convexo.

C3: No son convexos.

e S(CR" Es conexo (arco conexo): Cuando V par de puntos A,B,C € S se

puede pasar desde A hasta B desplazandose por S.

Este conjunto es Conexo pero no es

Convexo.
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CAPiTULO 2

Campos escalares

f:DcR" > R/n>2

Temario a estudiar.

e Dominio de un campo escalar. Representacion del dominio en el plano.
Expresion del dominio por comprension.

e Representacién geométrica de un campo escalar.

e Conjunto de nivel. Conjunto de nivel de un campo escalar de dos variables.

Conjunto de nivel de un campo escalar de tres variables.
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DOMINIO DE UN CAMPO ESCALAR Y REPRESENTACIONES

Dada f:DcR? > R/ n > 2.

Ejemplo:
5y
f:DcR? > R/f(xy) = X2 +y2—9
Dominio:

El conjunto D, subconjunto de R?, es el dominio de f, se puede expresar
por comprension como:

Domf={(x,y) ER?/3Z€eRAz=1(xYy)
En nuestro ejemplo:
Dom f = {(x,y) € R¥/xy = 0 Ax"2 + y? # 9}

Graficamente:
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REPRESENTACION GEOMETRICA DE UN CAMPO ESCALAR

La grafica de un campo escalar de dos variables representa una superficie en el

espacio de ecuacion cartesiana: z = f(x,y)

Ejemplo:
z=9—x%—y?

Representa la siguiente superficie:

CONJUNTO DE NIVEL DE UN CAMPO ESCALAR

Sea f: DcR? > R, un campo escalar se denomina conjunto de nivel “k” de f al
conjunto de todos los X € D tales que f(i) = k constante, donde k es un numero

que pertenece al conjunto imagen de f.

Si denotamos L(k) al conjunto de nivel de f correspondiente a un nimero real k

resulta:

L(k) = {(x y) € Df/f(x,y) = K} con k € IF
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IMPORTANTE:

Observacién:

Si el campo escalar es de dos variables independientes, cada conjunto de

L(k)cDf

nivel en general es una curva de nivel (INCLUIDA EN EL DOMINIO)

Mientras que si el campo escalar es de tres variables independientes, cada
conjunto de nivel en general es una superficie de nivel incluida en el

dominio del campo.

Ejemplo:

Halle el conjunto de nivel “5” para el campo escalar:

f(xﬂy):()_xz_yz

5=9—x%—1y2
x2+y2=4
+3
T
- g,
-~ ",
-~ S
/ “,
s T A
/! \
{ f } 1 I } 8 } \' } f
& 4 3 'p 1 1 E 3 £
\ /
I'\_
\ 1 )
. ! /
A r
., e
- e
S
+-3
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cCapriTUuLO 3

Funcién vectorial

f:DcR—->R"/n>2

Temario a estudiar.

e Dominio de una funcién vectorial. Representacién del dominio en el plano.

e Parametrizacion de la curva interseccién.

34|Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

DOMINIO Y REPRESENTACION DE LA FUNCION VECTORIAL

Sea f: DcR = R"/n > 2 si en particular n = 2: f: DcR - R2/f(t) =

(2 cos(t), 2sen(t)) es un ejemplo de una funcién vectorial.

Donde:
{x = 2 cos(t)
y = 2 sen (t)

Representacién de la imagen:

T

y
A:f(Z) = (V2;V2) K .
\jﬂu}:{zﬂ} "
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PARAMETRIZACION DE LA CURVA INTERSECCION

El concepto a desarrollar es uno de los mas importantes en el trascurso de la
materia ya que se trabajara con parametrizaciones hasta el final de la materia por
tal motivo para desarrollar este item se tomé la eleccion de realizar ejemplos sobre
ejercicios que requieran de parametrizar una curva como interseccion de

superficies.

Ejemplo 1.
Dada la curva cuyas ecuaciones cartesianas son:

z=9—x%2—y?
{z =1+x?+y?
Se pide:
i. Un sistema equivalente que permita parametrizar la curva.

ii. Parametrizar la curva.

iii. Representar la curva.

Antes de parametrizar la curva debemos tener en cuenta que la misma “nace”
como intersecciéon de las dos superficies dadas en el enunciado. Como primer
objetivo a la hora de buscar una parametrizacion es obtener un sistema
equivalente “cémodo”, por lo general en este tipo de ejercicios “comodo” es
sinéonimo de superficies cilindricas intersectadas con planos aunque esto iltimo no

siempre es posible.

Obtencion del sistema equivalente:

C_{xz+y2 9—1z
xZ+y?i=z-1
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Entonces:

9—z=z—-1
z=25

Por lo tanto el nuevo sistema equivalente encontrado se encuentra dado por:

C:{X2+y2=4
7 =

Como se puede apreciar logramos un sistema equivalente “cémodo” formado por
una superficie cilindrica intersectada por un plano (otra superficie)

Parametrizaciéon de la curva “C”:

Dado que todos los puntos de C y C* comparten los mismos puntos si

parametrizo la C* (curva proyectada sobre el plano xy) parametrizo C*

y = 2sen(t) con0 <t<2m

x = 2 cos(t)
c*_{
z=0

Finalmente:

y=2sen(t) con0 <t<2m

x = 2 cos(t)
c={
z=05
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Representacion de la curva:

Para representar la curva
podemos utilizar el sistema N
equivalente o el sistema inicial —t

dado en el enunciado del <o

it e
ejercicio. Muchas veces nos // st Zi-“’/./
convendrd representar a la s d \H___“___,,,/ //
curva mediante un sistema hagni il e

equivalente ya que se puede S
volver muy “tedioso” si no se
suficiente

tiene la practica

mediante

representar curvas

superficies no conocidas.

Para representar la curva elegi el sistema equivalente.

Ejemplo 2.

Dada la curva cuyas ecuaciones cartesianas son:

2 2 2
X“ + +zc =4 .
{ y Primer octante.

x? +y? =2y
Se pide:
i.  Un sistema equivalente que permita parametrizar la
curva.
ii.  Parametrizar la curva.

1il.

En este ejercicio no hace falta buscar un sistema equivalente ya que tenemos
una superficie cilindrica proyectante oculta entre las superficies dadas. Con un
repaso de superficies dadas en algebra podemos observar que la superficie: x% +

y? = 2y es un cilindro desplazado.
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Veamos:
x2 +y? =2y
x2+y2—-2y=0

Completando cuadrados:

x2+y?—-2y+1-1=0
X2+(y-1)?%=1

Claramente observamos un cilindro desplazado en una unidad sobre el eje “y” con

centro: (0,1,0)
Armamos el sistema equivalente proyectado sobre el plano xy:

C*={X2+(y—1)2=1
z=0

Parametrizando la curva proyectante CURVA NO PLANA:

y=sen(t)+1

{ x = cos (t)
z=20

Pasamos a buscar los valores de variacion de t ya que al tratarse de una curva no

plana la misma no debera porque tomar valores del intervalo: [0,21]

Elegimos el punto: (0,0,0) ya que si dibujamos la curva como interseccién de esfera
-cilindro la curva nace en dicho punto.

0 = cos(ty) -
{O =sen(ty) +1 ~to= >
0=0

Luego elegimos el punto: (0,2,0) ya que si dibujamos la interseccién de esfera —

cilindro la curva finaliza en dicho punto.

N A

2=sen(t))+1 ~ t; =

{ 0 = cos(t;)
0=

. .2 T T
La parametrizacion va de: — > <t< >
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Para finalizar se debe expresar a z en funcién de sen(t) y cos(t)

Sabiendo de S1:x? + y? + z% = 4 despejamos z:

z=+4—-x%x%—-y?

Despejando y reemplazando de forma conveniente:

z =,/2 —2sen(t)

Finalmente expresamos la ecuacion paramétrica de la curva como interseccion de

las dos superficies propuestas en el enunciado:

x = cos(t)
y=sen(t)+1 con-—

z=+/2—2sen(t)

<t<

N A
N A

Aplicacién fisica de parametrizacion de funciones.

Un lugar donde podemos encontrar un sistema de ecuaciones que parametricen
una curva es en fisica | es cuando estudiamos los movimientos: MRU
(movimiento rectilineo uniforme) y MRUV (movimiento rectilineo uniformemente

acelerado) siendo las ecuaciones que caracterizan a este Ultimo movimiento:

1
X(t) =X0+V(t)t+§ a t?

V(t) =Vo+at
a = cte

Siendo:

- Vo: La velocidad inicial de la particula que desarrolle el movimiento.
- X0: La posicion inicial de la particula que desarrolle el movimiento.
- a: La aceleracion de la particula que desarrolle el movimiento.

-t El tiempo mediante el cual se desarrolla el movimiento.

Se puede notar en estas expresiones que las tres se encuentran vinculadas a

través del tiempo.
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CApriTULO 4

Limite y continuidad

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" > R/n>2

Temario a estudiar.

o Definicién de limite. Propiedades.

e Teorema. Limites en Funciones Vectoriales.

e Limite por Curvas. Campo escalar de dos variables.
e Limites iterados o sucesivos.

e Funciones continuas. Propiedades.

e Teorema. Continuidad en Funciones Vectoriales.

e Limites radiales. Funciones convenientes de aproximacién.
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LIMITE DEFINICION

Dada f: DcRN —» R™, A punto de acumulacién de D. Se dice que f(x) tiende a L cuando

x tiende a “A”.

f(x) = L  obien }(l_r)% f(x) =L
Cuando VE(L),3E*(A)/vx € E*(A)NnD => f(x) € E(L)

Propiedades en una variable:

Si el limite existe este es tinico.

)
) lim K = K, K constante
X—A
3) lirrAf(x)g(x) =0 sif(x) >0 y g(x) es acotada.
X—
) }(%Kf(x) = K)l(l_r)flA f(x) = KLs
) lirrA [f(x) + g(x)] = L¢ + Lg se cumple para la resta, el cociente y el producto
X—

cuando Lg # 0 en este ultimo caso.

TEOREMA: LIMITE EN FUNCIONES VECTORIALES

Cuando f = (fy, 5, ..., f) 3lim foo =L <=> 3lim fi = Liconi=12,..,n
X— X—

Siendo E = (Ll, Lz, ey Ln)

Ejemplo:

£ u_l,u + 3) calcular el limite cuando u = 0

Sea f(u) = (%(u),

lim

u—-0

(Se“(u) el 3) = (113)

NN

u
>1|[->1][->3]
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LIMITE DOBLE

La resolucién de limites en dos variables se realiza del mismo modo que en una variable
(analisis matematico I) a diferencia que en este caso no salvaremos indeterminaciones.

IMPORTANTE

Debemos recordar que cuando tratamos con limites de dos variables no se
puede aplicar la regla de L’Hopital.

Teniendo en cuenta que:

2 2

f(X) = —— () = —
X_x2+y2 y X_x2+y2

Son funciones acotadas procedemos a ejemplificar la resolucién de un limite en R?

Ejemplo:

1\ .
Sea f: DcR? > R/f(x,y) = {X sen (;) sty # 0 analice si 3 lim f(x,y)
cos(xy) siy=0 X-0

1

Para los pares (x,y) € R?/y # 0:f(x,y) = x sen (y)
Para los pares (x,y) € R?/y = 0:f(x,y) = cos(xy)

Parte A:

Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por (x,y)/y =0

lim cos(xy) = 1
X-0

Parte B:
Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por (x,y)/y # 0

1
lim x sen (—) =0
X—-0 y
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POR LO TANTO:

Como los limites son distintos para distintos caminos por los que me acerco al

origen de coordenadas se tiene que:

A lim f(x,y)
X-0

LIMITES ITERADOS O SUCESIVOS

Los limites iterados nos proporcionan informacién de la NO EXISTENCIA del
limite, lo que quiere decir que no se puede demostrar la existencia o hallar el
valor del mismo.

Sea un campo escalar: z = f(x,y) cuando(x,y) tiende a A = (X, Yo) se definen a
los limites iterados como:

(D lerQo [JL‘?Of(X' y)] y (2 ggrgo [Xlg)rgof(x, y)]
Entonces:

e Si tanto para (1) como para (2) el limite existe y da distinto se tiene que NO
existe el limite.
e Si tanto para (1) como para (2) el limite existe y da igual los limites iterados

NO proporcionan informacién.

Ejemplo:
(lim |lim Z=2| = lim(-1) = -1
X-0 Ly-0Y+X X-0
Y-X
lim = — => Alimf(x,
Xo0  VHX Amfoy)
lim [lim ﬂ] = lim1l = 1
Y-0 LX-0Y+X Y-0
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FUNCIONES CONTINUAS Y PROPIEDADES

Definicion:
Dada f:DcRN - R™ A € D, se dice que f es continua en A cuando:

- 3y 0
« L = f(A)

Propiedades: Suponiendo f(x) y g(x) funciones continuas en “A”

(1) f(x) + g(x) resulta funcién continua.
(2) f(x) — g(x) resulta funcién continua.
(3) f(x) g(x) resulta funcién continua.
(4) % con g(x) # 0 resulta funcién continua.
(5) kf(x) con k = constante resulta funcién continua.

CONDICION DE CONTINUIDAD

Sea: f:DcR™ — R un campo escalar y X, un punto interior del dominio, f es
continuo en X si se cumple:

1. 3f(Xo)
2. 3 lim f( X,
3 lim_f(X0)

3. £(%) = Jim (%)
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TEOREMA CONTINUIDAD EN FUNCIONES VECTORIALES

Cuando f = (f,,f,, ...,f,), fes continua en A <=> f,, es continua en A.
Parai=1,2,..,n

Para una composicion de funciones:

R® R™ RP_ )
g : f
a g(a) . flg(a)] =+ h(a)
h=f,g

Si g es continua en A y f es continua en g(a)

entonces h = f,g es continua en A

LIMITES RADIALES Y FUNCIONES CONVENIENTES DE APROX.

Esta herramienta matematica es ttil para demostrar la no existencia de limites,
generalmente al resolver un ejercicio de limites en analisis matematico II nos

encontraremos continuamente con casos donde haya que aplicarlos.

FAMILIAS DE CURVAS QUE GENERALMENTE UTILIZAREMOS:

1. y—yo=m(x—Xq)
2. y—Yyo=a(x—xg)?
3. y—yo=a(x—xp)*
4. x—x¢=a(y —yo)
5 x—xo=a(y —yo)®
6. y=ax?+bx

7. x=ay?+by

Entre otros...
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IMPORTANTE

Al acercarnos por cualquier curva la funcién debera tender al mismo valor

en caso contrario: Alim f( X, )
X— XO

Ejemplo:
Analizar si existe el limite del siguiente campo escalar en: (x,y) = (2,0)

(x—2)y
f: DcR? —» R/f(x,y) =1 (x — 2)2 + y?2
0 si(x—2)y=0

si(x—2)y#0

Parte A:
Nos acercamos al (2,0) por (x,y)/(x—2)y =0

_lim 0=0
X-(2,0)

Parte B:
Nos acercamos al (2,0) por (x,y)/(x—2)y #0

. (x—2)y -
_lim
X-(2,0) (X —2)2 +y2 "> o

En este caso no se puede “salvar” la indeterminaciéon. Motivo por el cual acudimos
a la informacién que nos dan los denominados limites radiales. Con y = m(x — 2)
Ir = Ii (x —2)m(x — 2)
r =lim
x->2 (x — 2)2 + m?(x — 2)?

o x—27m
T N =221+ m?)

m

=lim
X—2 1+m?2

m
1+m?2

Donde: es una familia de ntimeros distintos entre si.
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Dado que a medida que nos aproximamos al punto por caminos diferentes la
funcién tiende a valores distintos (por principio de unicidad del limite, en el caso
de que exista debe ser tinico) se tiene que:

A_lim f(x,y)
X-(2,0)
Ejercicio de parcial/final.
7
six+y#0

Sea: f(x,y) = {x+y

, se pide calcular si existe lim f(x,y)
0 six+y=0 x>0

Desarrollo formal.

Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por los (x,y)/x+y=0
limf(x,y) =0
x-0

Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por los (x,y)/x+y#0

7

}21—13% floy) = X+y

Este es un caso especial el cual aparecié en un final tomado, dado que la rama de
la funcién no es acotada ni estamos en presencia de infinitésimo por acotado
acudimos a los limites radiales, demostraremos que al acercarnos al origen por
distintos caminos la funcién tiende a valores distintos por lo que el limite no
existira.

Para demostrar que el limite no existe se debe buscar una funcién la cual sirva de

curva para aproximar, para este caso buscare la funcion de la siguiente forma:

X7

1

x+y=
Ax’ =x+y
y=Ax" —x
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Siendo A la constante que me dara una familia de curvas, por lo tanto:

_ x’ 1
llm—7 = -
x-»0X — X + ax a

Como a medida que me aproximo al origen por distintos valores la funcién tiende
a valores distintos (por principio de unicidad del limite, si existe debe ser tnico)
se tiene que:

Alim f(x, y)
X-0
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CAPiTULO 5

Derivadas

Temario a estudiar.

e Definicién. Derivada en una variable. Casos excluyentes a la regla practica.
e Derivadas parciales.

e Operador gradiente.

e Definicién de derivadas direccionales. Aplicacién.

e Gradiente de un campo escalar en un punto.

e Propiedad de homogeneidad
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DERIVADA EN UNA VARIABLE

Funcién en una variable:

Dada f: DcRN, t, interior a D si existe con norma finita el limite que se indica:

f(to +h) — f(to)
h

f'(to) = lim

Donde f'(ty) es la derivada de f en tg.

Funcién en dos variables:

Cuando f = (f;,f,,..,f,), Elf_’(to) <=> 3f’;(ty),i =1...n, siendo f'(to) =
(fll(tO)J "'rf,n(tO))

Demostracion:

f(to +h) = (f(to +h), ..., fn(to + h))

f(to) = (f1(to), ..., in(to))

f(to +h) — f(te) = (f1(to +h) — f1(to), ..., i (to + h) — £ (to))

fto+h) —f(te) .. [(fi(to+h) —Fi(ty)  fn(to +h) —fn(ty)
m = lim ) e,
h—-0 h h>0 h h

fi(to + h) — fi(to)
co

m ni=1..n

3f' () <=> 3 lim
h-0
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Casos en que no se debe aplicar la forma préactica:

e En punto que no pertenezca al dominio de la funcién.
e En punto donde la definicién de la funcién este partida.
e En punto donde al evaluar resultado de regla practica se llega a una expresion

sin sentido algebraico.

DERIVADA DIRECCIONAL DE UN CAMPO ESCALAR

Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto DcR", Xy = (a,a3, ....,ay)
es un punto de D y donde i = (uy,uy, ....,uy) es un versor de R", la derivada

direccional de f en X, con respecto al versor 1 esta dada por el siguiente limite:

(X, + hit) — £(Xo)

f'(Xo, 1) = }ll_r)r& =
Donde:
U es un vector unitario (versor)
i=(ab) a®+b?=1

DERIVADA PARCIALES

Sea f: DcR? - R/z = f(x,y) y sea Py = (Xo,¥,) interior a D; las derivadas parciales
de f(x,y) en (Xq,¥0)):

f(xo + ha; yo) - f(io)
h

f'x(a,b) = %lirr(l)

f(XO; yO + hb) - f(Xo)
h

f'y(a,b) = Li_r)r(l)
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GRADIENTE DE UN CAMPO ESCALAR EN UN PUNTO

Muchas veces interesa conocer en qué direccion el campo varia mas rapidamente
con la posicién, y cual es la intensidad de esa variacion. Esta informacion se

obtiene a través del operador gradiente.

Sea f:DcR? - R llamamos de esta forma al vector cuyas componentes son las
derivadas parciales:

v]C(Yo) = (f'x(io)if’y(yo))
Si f:DcR® > R
vf()_(o) = (f'x(yo)if'J’(Yo)iflz(io))
Observaciones:

(1) Si f:DcR?* - R el gradiente es perpendicular a cada curva de nivel de dicho
campo en X,.
(2) Si f:DcR® - R el gradiente es normal a cada superficie de nivel de dicho

campo en Xj.

Interpretacion fisica del gradiente de un campo escalar

El gradiente denota una direccién en el espacio segin la cual se aprecia una variaciéon
de una determinada propiedad o magnitud fisica.

De forma geométrica el gradiente es un vector que se encuentra normal a una superficie
o curva en el espacio bajo estudio, en un punto cualquiera denominado (x,y) 6 (x,y,z) 6
también pudiendo ser estas variables fisicas como ser: (tiempo, temperatura) entre
otras.

Algunos ejemplos de lo anteriormente mencionado pueden ser:

Como primera aplicacion consideramos una habitacién en la cual la temperatura
se define a través de un campo escalar, de tal manera que en cualquier punto
(x,y,2), la temperatura es O(x,y,z). Asumimos que la temperatura no varia
respecto al tiempo. Cumpliéndose esto, para cada punto de la habitacién bajo

estudio, el gradiente en ese punto nos dara la direccién en la cual se calienta
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mas rapido. La magnitud del gradiente nos dird cuén rapido se calienta en esa
direccion.

Una segunda aplicacién puede ser considerando una montafia en la cual su
altura en el punto (x,y) se define como H(x,y). El gradiente H en ese punto
estaréd en la direccién para la que hay un mayor grado de inclinacién. La

magnitud del gradiente nos mostrara cuan empinada se encuentra la pendiente.

PROPIEDAD DE HOMOGENEIDAD

Si existe la derivada direccional f’(X_O, \7) y k€Rk#0 entonces
f'(Xo, k¥) = kf'(Xo, V)

Demostracién:

(R + k) - ()
h

f'(Xo, k) = lim

f(Xo + kv) — f(Xo)
kh

f'(Xo, kV) = k lim

Si h, = kh como h = 0 sabemos que h, —» 0

£'(Xo, kv) =k lim (X0, +7) = f(X,)
h,-0 h2

f'(Xo, k) = kf'(Xo, ¥)

Corolarios:

1.f'(Xo, —V) = —f'(Xo, V)

2.£'(Xo,¥) = [IvIIf'(Xo,¥) donde v = ﬁ
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Ejercicio de parcial/final.

(x-3)y :
————— Six # 3
Sea: f(x,y) = (x—=3)2+y? , se pide analizar
sen(x—3+y) six=3

derivabilidad del campo escalar en el punto: (3,0) para toda direccién, teniendo

en cuenta que el ejercicio finalizara cuando todas las direcciones sean analizadas.

Condiciones del ejercicio:
Xo=(3,0) ti=(ab) a?+b%2=1
Desarrollo formal.

Para resolver este ejercicio acudo a la definicién de derivada direccional definida

por el siguiente limite: f’(io, ﬁ) = }ling w

Utilizando como versor el genérico (de esta forma se logra analizar para toda

direccién y sentido) y el punto dado como dato.

Ademiés sabemos por enunciado que: f(io) =0

Reemplazando datos: f ’(io,ﬁ) = EngM

— f(3 + ha; hb
f'(XO, ﬁ) — %1_1’)%%

Una vez planteado el limite pasaremos a dividir el ejercicio en dos ramas, por un

lado trabajaremos con los pares (x,y)/x=3 y por el otro lado con los pares
(x,y)/x#3.

Parte A: (x,y)/x=3
Para esta parte: x =3 ~3+ha=3=>ha =0 finalmentea=20

sen(hb) I sen(hb)b

h ha0  bh b

f'(Xo, 1) = lim

55|Page




Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

Parte B: (x,y)/x#3

Para esta parte: x # 3

(3 + ha — 3)(hb)
(3+ha—3)2+ (hb)? _ iml hahb
h " h>0hh2a? + h2b2

£'(Xo, 1) = lim

" 1 h*ab  ab
hoohh2(a? + b2) _ h

Finalmente el resultado a la consigna pedido sera la uniéon de ambos resultados:

= _ (b sia=0
f(XO’u):{Ossill:=0
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CAPITULO 6
Diferenciabilidad

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" > R/n>2

Temario a estudiar.

e Definicién de diferenciabilidad.

e Propiedades de los campos diferenciables.

e Deduccién de la ecuacién del plano tangente a la grafica de un campo
diferenciable.

e Demostracién: Un campo escalar si es diferenciable es continuo en un punto
interior.

e Demostraciéon: Un campo escalar si es diferenciable es derivable respecto de toda

direccién.
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DEFINICION DE DIFERENCIABILIDAD

Decimos que f: DcR? — R es diferenciable en un punto interior X, si se cumple:

f(xo + h;yo +K) — f(x0; o) = F'x Xo)h + F'y Ko)k + €(h, k)y/h2 + k2

Donde m €e(hk)=0
(h 0,0)

li
k)—(0,0
Lo que es lo mismo:

f(Xo +¥) = f(Xo) = VE(Xp)v+e @) 17|

Donde l_iI%(E @) =0
vV—

OBSERVACION:

Si tuviéramos una funcion escalar de una variable independiente dirfamos que f
es diferenciable en Xy<=> f es derivable en X,. Mientras que para funciones de
mas de una variable independiente esto ya no es cierto.

La continuidad de un campo escalar asi como la derivabilidad del mismo respecto
de toda direccion son condiciones necesarias pero no suficientes para que el campo

escalar termine siendo diferenciable en dicho punto.

PROPIEDADES DE LOS CAMPOS DIFERENCIABLES

1) Si f es diferenciable en X, => f es continuo en X,

2) Si f es diferenciable en X, => f es derivable en X, Vi

3) Si f es discontinua en X, => f no es diferenciable en X,

)

5) Si f es diferenciable en Xy, => f'(X,, i) = VI(X,)uvu
)

6) Si no es cierto que para toda direccién: f'(Xy, i) = VE(Xy)i => f no es

Si 3t respecto del cual Af’ => f no es diferenciable en X,

(
(
(
(
(
(

diferenciable en X,

(7) Si f es diferenciable en Xy => f'ax (Xo) = |IVEX)|| v la direccién responsable

LK)
VD]
(8) Si f es diferenciable en Xy => f'in (Xo) = —||Vf(X_O)|| y la direccién
U /(6.5
responsable es U = RO
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(9) Si f es diferenciable en X, => f'(X,, 1) = 0 para dos direcciones (siempre que
Vf(Xp) # 0)
(10) Si existe més de una direccién “U" respecto de la cual se obtiene derivada
direccional méxima => f no es diferencial.
(11) Si existe mdas de una direccién “0" que promueve derivada direccional
minima => f no es diferenciable en ese punto.
(12) Si existe mas de dos direcciones respecto de las cuales se obtiene derivada
direccional nula => f no es diferenciable.
(13) Si f € C! en Xy=> f es diferenciable en X,
(14) Si f es campo escalar polinémico (f € C1) => f es diferenciable
(15) Si f es diferenciable en Xo=(xq;yo) (interior a Df) => la superficie grafica
de ecuaciéon  z = f(x,y) admite plano tangente y recta normal en (Xq,Yo,Zo)
cuyas ecuaciones son respectivamente:
plano tangente: Z = Z + F'; (X, y0) (X — X¢) + F'y (X0, y0) (¥ — ¥o)
recta normal: X = Xy +tV cont € Ry Xy = (Xo,¥0,Zo)
(16) La diferenciabilidad es condicién necesaria y suficiente para que la
grafica de un campo escalar de 2 variables admite plano tangente en
(X0, ¥0,2g) de la forma:
Z=Zy + F'x(X0,y0) (x — X0) + F'y(X0,y0) (y — yo) con z, = f(x,¥)
Si f es diferenciable en X, => Af = df es decir
f(xo+ Ry + k) — f(x0;¥0) = F'x(X0,y0)h + F'y(Xo,yo)k donde hyk € R
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DEMOSTRACION: ST ES DIFERENCIABLE ES CONTINUO

Si f: DcR™ - R es diferenciable en X, interior al Df => f es continuo en X,,.

Demostracién:

Por ser f diferenciable en X, existe un entorno del punto X, en el cual se

verifica:
f(Xo + V) — f(Xo) = VE(X)v+€ (v)||9]| Donde l_ir%(e M) =0

siendo V el vector incremento = f(Xy + v) = f(X,) + V( Xy)V+E (\7)||\7||
Pasando al limite cuando Vv - 0 y teniendo en cuenta que el limite del primer
miembro existira si existe el limite del segundo miembro, pasamos a fundamentar

lo siguiente:

(a) Como X, € Df, existe f( X;) y el l_ir%f( Xy) = f(X,) dado que es un ntimero real.
vV—

(b) Las componentes del Vf( X,) existen dado que f es diferenciable en X, y no

dependen de v, por lo tanto l_ir%(_Vf( Xo) V) =0
vV—
(c) l_ir%(e MIIvID =0 dado que por un lado €— 0 por hipdtesis y que el
A\

lim(|[v]]) = 0.
v—=0

Por todo lo expuesto se tiene que:

Existe l_ir‘% f(Xo + V) =f(X,) =>f es continua en X,
V-
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DEMOSTRACION: ST ES DIFERENCIABLE ENTONCES

ES DERIVABLE PARA TODA DIRECCION

Si f:DcR™ > R es diferenciable en X, interior al Df => f es derivable en
X, respecto de toda direccién.
Demostracion:

Por ser f diferenciable en X, existe un entorno del punto X, en el cual se
verifica:
f(Xo + V) — f(Xy) = VE(X)v+€ (v)||9]| Donde %i%(e ™) =0
siendo V el vector incremento = f(Xy + ¥) = f(X,) + V( Xy)V+E (\7)||\7||
Si de los infinitos puntos del entorno, seleccionamos aquellos para los cuales V =
hii es decir que se consideran los puntos que se hallan en las rectas que pasan por
X, v tienen la direccién de cada U, se tiene:

f(X, + hii) — f(X,) = VE(X)hii+€ (hiD)||hiil|
Dividiendo por h ambos miembros nos queda:

f(Xo + hit) — f(Xo)
h

_ h
= Vi(Xp)u+€ (hﬁ)lh—l pues |[i]| = 1

Pasando al limite cuando h = 0 y teniendo en cuenta que el limite del primer
miembro (que es por definicién la derivada direccional de f en Xj) existird si existe
el limite del segundo miembro, pasamos a fundamentar lo siguiente:

Las componentes del Vf( X,) existe dado que f es diferenciable en X, y no dependen
de h, por lo tanto %ing(_Vf( X)) =kER

Por otra parte Lirré € (ht) lE—l = 0 por ser el caso de producto de infinitésimos
f(X, + hii) — f(X,)
m
h-0 h

=Vi(X,)t

=> Existe f'(X, + hil)/ f(X, + hii) = Vf( X,)ii
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DEDUCCION DEL PLANO TANGENTE A LA GRAFICA

Si f es diferenciable en (Xq, yo)su superficie grafica tiene la ecuacion cartesiana z =
f(x,y) o bien 0 = f(x,y) — z

f(x,y) —z =0 A dicha ecuacién la podemos considerar como la ecuacién de la

superficie de nivel 0” correspondiente a un campo escalar de tres variables de la
forma:

F:DcR® - R/ F(x,y,2) = f(x,y) — z
El Vf(X) = (F'x, F'y,F'z) => Vi(R) = (f’X(XO,yO), f'y (X0, ¥o0), —1) =n

a 'y (X0, yo)x + 'y (X0, o)y —z+D =10

Como (X, Vo, Zg) verifican la ecuacién del plano:
0, Y0, Zo

o: ' (X0,¥0)%0 + f'y (X0, Y0)yo — 29+ D=0
D =zy— f'x(X0,¥0)%0 — f’y(XO'YO)YO

Finalmente:

a: f'x (X0, yo)x + f,y(XO'YO)y —z+ {Zo — ' (X0, Y0)Xo — fly(XOrYO)YO} =0
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CApriTULO 7

Campos vectoriales

En esta unidad se estudian los campos vectoriales de la forma:

f:DcR? - R3

Temario a estudiar.

o Representaciéon de los campos vectoriales.

e Plano tangente a la superficie imagen del campo vectorial.
e Punto regular de una curva. Definicién.

e Punto regular de una superficie. Definicion.

e Matriz Jacoviana asociada a un campo vectorial.
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REPRESENTACION DE LOS CAMPOS VECTORIALES

Sea f: DcR? - R® /f(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

0<sv<s2n

Con:{ 0> 0

Todo campo vectorial cuyo dominio esta incluido en el espacio de 2 dimensiones,
con un conjunto imagen incluido en R3con componentes continuas en dicho
dominio representa una superficie en el espacio entendiendo que dicha superficie
es la representacion del conjunto imagen de dicho campo.

DEFINICION DE PUNTO REGULAR DE UNA CURVA

Ty € S es punto simple cuando es imagen, a través de f, de un tnico (ug,vy) € D
En todo punto T, € S, simple y regular, la superficie admite “plano tangente” y

“recta normal”

DEFINICION DE PUNTO REGULAR DE UNA SUPERFICIE

Sea f: DcR? - R3/ fcontinua en D dado por f(u,v) = (x(u,v); y(u,v); z(u, v))
Sea E €S / m = F(uO; Vo)

Decimos que py € S es punto regular de la superficie segin la representacién
paramétrica dada por fen D.

Si f es diferenciable en A = (ug; v,) interior a D y el producto vectorial

£y (ug; vo) xFy(ug; vo) # 0
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MATRIZ JACOBIANA ASOCIADA A UN CAMPO VECTORIAL

Recibe este nombre la matriz que tiene por filas el gradiente de cada componente
del campo vectorial.

Sea g: DcR" — R“/g(i) = (gl(i);gz(i); er)

/g’lx(i) g,X - g (X)\
8™ g, (X) 2(X)

g0 ® g, ® . nn(X)/

65|Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

CaApriTULO 8

Funciones compuestas

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" > R/n>2

Temario a estudiar.

e Teorema: “Regla de la cadena”
e Resolucién de ejercicios aplicando la regla de la cadena.
e Resoluciéon de ejercicios aplicando la matriz Jacoviana asociada a un campo

vectorial.
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Componer una funcién significa “sustituir una funciéon en otra”. Dada z = f(Xx,y)

para componer dicha funciéon tendremos que sustituir las dos variables “x” e “y”

por dos funciones, digamos g,y g, que conecten a estas con otras variables, por
[ )] [}

ejemplo “u” y “v”. Asi, si consideramos las funciones: x = g;(u,v), y = g,(u,v)
podemos sustituir a estas en la funcién f y obtener la funcion compuesta:

h = f(g;(u,v);g2(u,v))

m|

Mota: Iz c Df/l\

z=h(xy)
z=1{g(xy))

TEOREMA: REGLA DE LA CADENA

Dada:
g:DcR" - R™ g diferenciable en A €D
f: DcCR™ —» R fdiferenciable en E(K)

Entonces: h = Fog es diferenciable en A y ademas:

Dh(A ) = Df (g)) DEs)
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RES.DE EJER. APLICANDO LA REGLA DE LA CADENA

Sea: g: DcR? - R?/g(x;y) = (u,v) , f: DcR? - R/f(u,v) = 2u + 3v

{

u=x%+y?3
v=3x%—y

Obtenemos la funcién compuesta z = h(x,y) en (1,2).

Por enunciado:

Y ademas:
(1) u'x = 2x
(2) u'y =3y*
(3) v'x = 6%
(4) v'y
(5) fl'u=2
(6)f'v=3

~u'x(1,2) =2
L u'y(1,2) =12
~v'x(1,2) =6
~v'y(1,2) = -
. fu(9,1) =2
~f'v(9,1) =3

h'x(x,y) = f'uu'x + f'vv'x
h'y(x,y) = f'uu'y+f'vv'y

h'x(1,2) = f'u(9,1)u’x(1,2) + f'v(9,1)u’'x(1,2)
h'x(1,2) = f'u(9,)u'y(1,2) + f'v(9,1)v'y(1,2)

h'x(1,2) = 2(2) + 3(6) = 22
h'y(1,2) = 2(12) + 3(-1) = 21
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RES. DE EJERCICIO APLICANDO LA MATRIZ JACOBIANA

Sea: g: DcR? - R?/g(x;y) = (u,v) , f: DcR? - R/f(u,v) = 2u + 3v

{u=><2+y3
v=3x%—y

Obtenemos la funcién compuesta z = h(x,y) en (1,2).
bh (A ) = Df (8x)) DB
Dh(1,2) = Df(g, ,)) D8
Obtengo el valor de: g(1,2) = (9,1)
Dh(1,2) = Df(9,1) Dg,, ,,
Entonces:
Gx Wy = (57 EY)

2
('x hy)=@2 3) (2X 3y)
6x -1 (1,2)

ax wy=c »(E )

(h'x h'y) = (22,21)
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CAPiTULO 9

Funciones definidas de forma implicita

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

F(x,y,z) =0

Temario a estudiar.
o Definicién. Funciones implicitas

e Teorema de Couchy-Dinni

e (Curva plana y superficie definida en forma implicita.
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FUNCIONES IMPLICITAS

Dada un campo escalar (x4, X5, ..., X,,y) = 0 se dice que la funcién define en
forma implicita a y = f(Xq, Xy, ..., Xp) para (X1, Xy, ..., X,) € DcR™ cuando:

F(Xq, X5, oo, Xp, f(X1), f(X2), -, f(Xp)) = 0 V (X4, X3, ..., Xp) € D

De poderse despejar de la ecuacién inicial y = (X4, X5, ..., X,) es la forma

[13a)]

explicita de expresar “y” como funcién de las otras variables.

TEOREMA DE COUCHY-DINNI

Dada F:DcR® - RF € C! /F(A) =0y F',(A) # 0 => la funcion de ecuacion:
F(x,y,z) = 0 define de forma implicita a la ecuacion z = f(x,y) y ademaés:

_ F'x(x0,¥0,Zo)
F'z(X0, Vo, Zo)

_ F'y(Xo,¥0,%0)
F'z(Xo, Y0, Zo)

Ejemplo:
Sea z = f(x,y) definida implicitamente por la ecuacién:
xy +yz + e¥3 —1In(z) — 17 = 0 . Se pide valor aproximado de f(3,01; 3,98)

Primero:

Establezco el punto que satisface: F(x,y,z) =0

Nota: Este paso se realiza a prueba y error reemplazando en la ecuacion

implicita el “x” e “y” en este caso conocidos.

ﬁ == (3,4‘, Zo) o ﬁ = (31411)
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Segundo:
Construyo mi campo escalar a partir de mi funciéon implicita ya que a la
ecuacion la puedo considerar superficie de nivel “0” correspondiente al

siguiente campo escalar:
F:DcR® > R/F(x,y,2z) = xy +yz+ e* 3 —In(z) — 17

Tercero:

Obtengo el gradiente del campo escalar construido:

Vf(3,4,1) = (54,3)
Cuarto:

Aplico el teorema de Couchy-Dinni:

o F'x(341) 5
*7 Fz(341) 3
o Fy(341) 4

YT TF2(341) 3

Entonces:
Vf(34)—( > 4)
7\ 3703

Para finalizar busco el valor aproximado de f(3,01; 3,98)

f(xg + AX; y + Ay) = F(X_O) + f’x(X_O)Ax + f’y(X_O)Ay
5 4
f(3,01;3,98) = 1 -3 0,01 — 3 (~0.02)

f(3,01;3,98) = 1,01

Ejercicio de parcial/final.
Dada z = f(x,y) def. de forma implicita por: xz + z3y +In(z+x—2)—2=0

se pide calcular aproximadamente: £(0,98;0,03)
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Desarrollo formal.

A la ecuacién xz + z3y + In(z + x — 2) — 2 = 0 la considero superficie de nivel “0”

correspondiente al campo escalar:
F:R® - R/F(x,y,z) =xz+z3y+In(z+ x—2) — 2

El ejercicio nos pide una aproximacion lineal, para esto recurriremos a:

f(xg + Ax; yo + Ay) = F(X_O) + f’X(X_O)AX + f’y(X_O)Ay
Donde:
X=1-0,02; Y=0+0,03
AX =-0,02; AY = 0,03
Por lo tanto:

£(0,98;0,03) = F(1,0) + f'x(1,0)(—0,02) + f'y(1,0)(0,03)

Para obtener las derivadas parciales de f (el gradiente de f en un punto)
acudiremos a utilizar el teorema de Couchy-Dinni.

fo— F'x(Xo, Y0, Z0)
* F’Z(XOI Yo, ZO)
FIY(XO' Yo, ZO)

f! -
F'z(x0,¥0,Z0)

y=

Y por tanteo en la ecuacion implicita: zy = 2

Donde:VF(x,y,z)=(2+ L 1 Z3x + 3z%y + L )

z4+x-2"’ Z4x-2

Siendo: VF(1,0,2) = (3,8,2)

o _ F'x(1,02) 3
T Fz(1,02) 0 2
o F'y(1,02)

' 0
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Entonces:

V£(1,0) = (—; ; —4)

Finalmente:

£(0,98;0,03) = 2 + (— g) (—0,02) + (—4)(0,03)

£(0,98;0,03) = 1,91

CURVA Y SUPERFICIES DEFINIDAS EN FORMA IMPLICITA

Curva plana definida en forma implicita (en el plano xvy)

Dada la ecuacién: F(x,y) = 0 y el punto A = (X,,Yy)
Cuando:

2) V) continua en E(A)

La ecuacién F(x,y) = 0 define implicitamente una curva C que pasa por

A = (X,,Y,) v admite recta tangente en A

Superficie definida en forma implicita

Dada la ecuacién: F(x,y,z) = 0 y el punto A = (Xo, Yo, Zo)
Donde:

1) fa =0

2) Vfz, continua en E(A)

3) Vg #0

La ecuacion F(x,y,z) = 0 define implicitamente una superficie “S” que

pasa por A = (X, Yo,Zo) v admite plano tangente y recta normal en A

Nota: El gradiente de una funciéon implicita, ya sea que defina una superficie o

una curva, siempre es normal a la misma.
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CaAPiTULO 10

Extremos

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" > R/n>2

Temario a estudiar.

e Definicién. Extremos relativos o locales. Extremos absolutos.
e Definicién. Extremos condicionados.
e Calculo de extremos locales para campos escalares (f: DcR? - R)

e [Existencia de extremos absolutos.
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DEFINICION EXTREMOS RELATIVOS & ABSOLUTOS

Extremos relativos o locales.

Dada f: DcR™ - R,A € D . Se dice que f(A) es maximo local de f si f(K) > f(X)VX €
E'(A)

Dada f: DcR™ - R,A € D . Se dice que f(A) es minimo local de f si f(K) < f(X)VX €
E'(A)

Extremos absolutos.

Dada f:DcR" = R,A€D. Se dice que f(A) es méaximo absoluto de f si f(K) >
f(X)VX € D

Dada f:DcR" — R,A€D. Se dice que f(A) es minimo absoluto de f si f(K) <
f(X)VX € D

DEFINICION EXTREMOS CONDICIONADOS

Sean F y G dos campos escalares diferenciables en un entorno de X, = (X, Yo, Zo)
con derivadas no nulas simultdneamente. Si X, = (X, Vo,Zo) €s un punto critico
de f en el conjunto A = {(x,y,2)/G(X,y,z) = 0} entonces existe un Aq/(Xq, Yo, Zo, Ao)
es punto critico de L(x,y,z,A) = F(x,y,2) + AG(X,y,z)

Clasificacion de extremos:

n n n
- Lo Loy G > 0 maximo
Hxy, D) = [Lyx Ly Gy|= < 0 minimo

Gy Gy O = 0 el criterio no informa
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CALCULO DE EXTREMOS PARA EL CASO F: DcR? - R

Si f es diferenciable en X, (interior al Df) con Vf(io) =0 y ademas:

xXy) iy (Xp) S

M= oG P

0 => f(x,¥0) es extremo relativo.

Si en particular: f"XX(XO) >0 => f(Xq,¥0) es minimo relativo.

Si en particular: f"XX(XO) <0 => f(Xq,y¥9) es méximo relativo.

x(Xy) iy (Xp)

W)= | &) )

F no presenta extremos relativos se trata de un punto de ensilladura de
coordenadas (Xg, Yo, Z¢) con zy = f(Xg,yo)

(X)) xyX,)
'y (X)) Flyy(Xy)

H(X,) =

Kl criterio no informa.

EXISTENCIA DE EXTREMOS ABSOLUTOS

Si f continua en S cerrada y acotada, f produce méximo y minimo absoluto

(sentido amplio en S)
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CapriTULO 11

Polinomio de Taylor

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" - R

Temario a estudiar.

e Diferenciales sucesivos.

e Taylor para Campos Escalares.

o Expresion del polinomio de Taylor de orden 2.
e Reglas memotécnicas.

e Propiedad de derivadas sucesivas en el polinomio.
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DIFERENCIALES SUCESIVOS

Supongamos un campo escalar f(x,y) diferenciable

f(X + H) = fX) + L(H) + [[H]| n(H) “(E L

df(X + H) = 'y (x,y)h + 'y (x,y)k = @(xy) Suponiendo H = (h,k)constante

Si @(x;y) fuera diferenciable:
d(p(x,y) = d(df) = d?f

Al igual que para f:
do+m = (p,x(x,y)h + (P’y(x,y)k

d? f(i + H) = [fHXX(X.y)h + fHYX(X.y)k]h + [f”Xy(X.y)h + f”yy(x,y)k]k

Siendo:
[fHXX(X,y)h + f”yX(x,y)k] = @'xxy)
[fllxy(x.y)h + f”yy(X.y)k] = @'yxy)

Suponiendo: f € ¢?,f",, ="y, queda:
d?f(X + H) = ", (X)h? + 2f”Xy(X) hk+ f”yy(X)k2 con X = (x,y)
Finalmente:

_ ] a 1@

d?f(X + H) = [—h + —k]
0x dy £%)

En general si f es un campo escalar del tipo: f(x4,X5, ..., X,) con A =
(aj,ay, ...,a,) cuando f € CK(E(K)), f es diferenciable hasta el orden K inclusive

en el punto A.
Resultando, para H = (hy, hy, ..., h,):

N ] a 19 ,
d'f(A+H) = —h+---+—hn] coni=1,2,..,K
aXl aXn f(K)
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TAYLOR PARA CAMPOS ESCALARES

Sea f: DcR™ - R | si f € C1(E(A)), para todo (A + H) € E(A) se puede expresar:

k i T
f(A+ H) = f(A) + 2@ +T

i=1
Siendo T el termino complementario, error o resto.

Aproximar por Taylor de orden K consiste en despreciar el valor de T
aceptando que:

k icrw o
£ + ) = f(A) +Zd f(ﬁ’ )

i=1

Para A+ H =X € E(A)

Desde el punto de vista practico conviene llamar: X=A+H=>H=X—-A
Con lo que nos queda:

S dfE&X-B)
£(%) = (&) + Z - CONX e E(A)
i=1
Siendo:

X—-A
(XuXg e, Xn) = (A Ay oy Ap)
X—A=(Xy—ALXy — Ay o, Xy — A)

1@ G ®
df(AX—A) =|—X; A+ +—X, —Ap)
0xq 0x, £(A)
Si f € CK*1E(A) y quisiéramos obtener el valor del resto del polinomio de Taylor

(tema no evaluado en la materia) entonces el mismo se puede expresar como:

_ d*M(B,X - A)
T (k41!
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H

EXPRESION DEL POL. DE TAYLOR DE ORDEN DOS

d'f(A, H)
il

k
£ + ) = f(A) + Z
i=1

f(x,y) = £(X,) + £'x(Xg) (x — X,) + £'5(X5) (v — vp) + 3 [f3(X5) (x —
Xp)? + 2f'xy(X,) (x — X)) (v — vo) + £yw(X,) (v — vo) 2] +
%[f”'m(}{_n)(x —X,)* + 3f'”x:qr(X_D) (x—X,)* + 3f”'mq,r(}(_ﬂ)(x —

Xp) 2 (v —wo) + 3 xyy (X Jx — X ) (v — wo)* + £ yyy (X ) v — vo) ] +
continua.

REGLAS MEMOTECNICAS

(x+y)? = x? + 2xy + y?
x+y)3® =x3+ 3x%y + 3xy? + y3

Notar como el polinomio de Taylor respeta el cuadrado perfecto y cubo
perfecto.
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DERIVADAS SUCESIVAS EN EL POLINOMIO DE TAYLOR

Sea un campo escalar f(X) y su polinomio asociado P(A) con X € E(A)
f(A) = P (A)

También en A son iguales las derivadas sucesivas de f y de Py hasta orden k

inclusive.

Ejemplo:
Dado el desarrollo:

1
f(x,y)=1+4x—4—y+2+7x2—14x+7—4xy+4y+8x—8+§y2—2y+2

1 _
f(x,y) E[—ZX +y+7x% + Eyz — 4xy, } (x,y) € E(A)

P

P (x,y)

Si se quiere reconstruir el polinomio con: A = (1,2)
— — 1
f(A) = P,(A) =—2+2+7+§22—8= 1
f'y(A) =P', (A) =[-2+14x—4y] =4

f”xx(K) = PHZXX(K) =14

Obteniendo las derivadas parciales se puede reconstruir nuevamente el
polinomio de Taylor.
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CAPIiTULO 12

Circulacién o trabajo de un campo vectorial

En esta unidad se estudian los campos escalares de la forma:

f:DcR" - R"/n > 2

Temario a estudiar.

e Definicién.

e (Campo de gradientes. Lineas equipotenciales.

e Condicién necesaria para existencia de funcién potencial. Enunciado y
demostracion.

e Independencia del camino. Enunciado y demostracién.

e Teoremas.

e Lineas de campo.
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DEFINICION

- t2 _ ,
T = f tig= [ fEOIF Odt
c t;

CAMPO DE GRADIENTES. LINEAS EQUIPOTENCIALES

Sea f(x, y) = (P(x,y); Q(x,y)) Si fes de clase 1 (f € ¢!) en todo punto de un recinto

simplemente conexo y P'y = Q'x => f es campo de gradientes.

Cuando el campo vectorial f es un campo de gradientes la circulacion del mismo
es independiente del camino que conecta el punto inicial “t;” y el punto final “t,”

CONDICION NECESARIA PARA

LA EXISTENCIA DE FUNCION POTENCIAL

Enunciado:

Sea f:DcR? - R%/f(x,y) = (P(x,¥); Q(x,¥)) Un campo vectorial derivable
con continuidad en un recinto simplemente conexo. Si f admite funcién

potencial

=>P'y = Q'x
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Demostracion:

Por hipétesis AU(x,y)/VU(x,y) = f

=>U'x=P A Uy=Q
=>P'y=U"xy A Q'x =U"yx

Como por hipétesis P'y y QX son continuas entonces también son
continuas  U”xy A U"yx => Por el teorema de Schwanz podemos
asegurar que

U”xy = U'yx =>P'y=Q'x

INDEPENDENCIA DEL CAMINO.

ENUNCIADO Y DEMOSTRACION

Enunciado:

Si f es campo de gradientes => fcfdg es independiente del camino que

une el punto inicial “A” y el punto final “B” de la curva “C” => f;?dg =
U(ﬁ) — U(A) siendo U el campo escalar /VU = f

Si en particular ¢ fdg = 0VC cerrada

Demostracién:

— b_
J VU dg = J VU[g(t)].g'(t)dt
C a

Si llamamos h(t) = U[g(t)] dicha funcién compuesta tendra por derivada:
h'(t) = VU[g(t)].8' () (por regla de la cadena) y teniendo en cuenta que

h(t) es continua en [a,b] entonces:

_ b_ b b
VUdg= | VU[E()].E ,dt= | h'(®dt=h(®)]}=
[ Fudz= [ FUE®) . e = [ War=nool

= h(b) — h(a)
= U[g(b)] - U[g(a)]
=U(b) - U@)

En particular si: 3 = b => gﬁc VUdg =0
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TEOREMAS

(1) Si 3Ccerrada / 56C?d§¢0=>? no es campo de gradiente => A funcién

potencial.

(2) Si f es campo de gradientes con f(x,y) = (P(X, y); Q(x, y)) =>P'y =Q'x

(3) Si P’y # Q'x => f 1o es campo de gradientes.

LINEAS DE CAMPO

Dado un campo vectorial f se llaman lineas de campo a las curvas que en cada
uno de sus puntos el vector f le es tangente.

Si X = g(t) es la ecuacién vectorial de las lineas de campo se tiene ?(g(t)) =g'(t)

Para hallar las lineas de campo:

dx  dy
Pxy) Q)

Siendo f(x,y) = (P(x,¥); Q(x,y))
Nota:
Si fes campo de gradientes(es decir que admite potencial “U”) se tiene que

las lineas de campo tienen por trayectorias ortogonales a las lineas

equipotenciales.
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Aplicacién de las lineas equipotenciales v de campo en fisica

En fisica las lineas equipotenciales y las lineas de campo tienen la siguiente

correspondencia:

Linea de campo: Campo eléctrico E
Lineas equipotenciales: Son como las lineas de contorno de un mapa que
tuviera trazada las lineas de igual altitud. En este caso la “altitud” es el

potencial eléctrico o voltaje (U).

Nota: Las lineas equipotenciales son siempre perpendiculares al campo eléctrico.

Por ejemplo si tuviera dos placas

I

paralelas conductoras (como en el caso

&

de un capacitor), las lineas del campo

eléctrico son perpendiculares a las

placas y las lineas equipotenciales son =

paralelas a las placas. -

f
[+ + + + + + +

Y dado que, de la teoria expuesta la cual se cita:
Si ]_f es campo de gradientes(es decir que admite potencial “U”) se tiene
que las lineas de campo tienen por trayectorias ortogonales a las lineas

equipotenciales.

Entonces se tiene que:
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CAPiTULO 13

Integrales multiples

Temario a estudiar.

o Integral doble. Integral triple.
e Teorema del cambio de variable. Jacoviano de pasaje.

o Coordenadas polares, cilindricas y esféricas.
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INTEGRAL DOBLE, INTEGRAL TRIPLE

Integral doble:

I = f fR f(x, y)dxdy

En particular si f(x,y) = 1

A(R) = dexdy

Integral Triple:

V(k) = ﬂde dy dz

T. DEL CAMBIO DE VARIABLE. JACOBIANO DE PASAJE

Sean D y D* dos regiones elementales del plano y una transformacién C!
inyectiva T:D*—>D /T (D*)=D definida por T (w;v)= (x (u;v);y (u;v))

Entonces para cualquier funcién integrable F:D—R es integrable en D, resulta:

HRf(X,Y)dxdy = ﬂR*f(x(u, v); y(u,v))|jldudv

{x = x(u,v)
y=y,v)
Donde:
. X'u x'v| 1
- |y’u y’v| T u'x u'y|
|v’x v'y
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COORDENADAS POLARES, CILINDRICAS Y ESFERICAS

Coordenadas Coordenadas Coordenadas
polares cilindricas esféricas
Cambios de {X = pcos(}) x = pcos(A) x = pcos(A)sen(6)
= A = _
variables y = psen() y Pien(l) y = psen(A)sen(6)
=1 z = pcos(0)
Valores posibles 0< A<2m 0< A<2m 0<6<m
que toman las O=p=+om 0=p=+o 0< A=<2m
0<p<+mx
variables
Jacoviano de
pasaje il =p lil=p lj| = p*sen(6)
Valor de p x* +y? =p? x* +y?* = p? x% +y% + 22 = p?

Caso particular: Cambio de coordenadas en elipses:

x =apcos(})
{y =bpsen(d)

P(x) <

XZ y2
2T =
ljl = abp

Aplicaciones del cambio de coordenadas en fisica.
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Una de las aplicaciones que tiene el realizar el cambio de coordenadas se da en
electromagnetismo cuando se desea aplicar la ecuacion de Laplace o Poisson.
) . . -p
Siendo la ecuacién de Poisson: V2V = =
Siendo la ecuacién de Laplace: V2V = 0 (caso particular de la ec. De Poisson

cuando no hay cargas).

Estas ecuaciones se utilizan, por ejemplo, para calcular el campo eléctrico y el
potencial eléctrico en condensadores de placas paralelas, cilindricas y esféricas.
Para cada uno de estos utilizaremos las distintas coordenadas a la hora de

resolver las ecuaciones de Poisson y Laplace

e Si deseamos conocer el potencial eléctrico en un condensador de placas
paralelas, utilizaremos las coordenadas cartesianas para realizar el calculo de
potencial eléctrico en un punto determinado.

e Si deseamos conocer el potencial eléctrico en un condensador de placas
cilindricas, utilizaremos las coordenadas cilindricas para realizar el cdlculo de
potencial eléctrico en un punto determinado.

e Si deseamos conocer el potencial eléctrico en un condensador de placas esféricas,
utilizaremos las coordenadas esféricas para realizar el calculo de potencial

eléctrico en un punto determinado.

Una vez determinado el potencial eléctrico para cualquiera de los tres casos se
procede a obtener el campo eléctrico como ya se expuso en el texto y se cita a

continuacion:
E=-VV
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CapriTULO 14

Aplicaciones de las integrales multiples

Temario a estudiar.

e (alculo de area en el plano.

e (Calculo de volumen.

e (alculo de masa.

e Area de superficies en el espacio.

e (élculo de limites de integracién de forma analitica.
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CALCULO DE AREA EN EL PLANO

A(R) = f fRdXdy

Ejemplo:
Hallar el area del recinto plano mediante dos érdenes de integracion diferentes.

Punto de interseccién entre las dos funciones: P = (v/8,/8)

Primer orden de integracion:

A(R) = ff dxdy

V8 v16—x?
f dxf dy = 21t
0 X
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Segundo orden de integracién:

A(R) = ﬂ. dydx+f dydx

V8 y 4 J16-y?
f dyf dx+f dyf dx = 21
0 X V8 0

Notar que el recinto utilizando el segundo orden de integracion (vector horizontal)
tiene dos limites distintos por lo tanto la integral se subdivide.

..:CALCULO DE VOLUMEN::..

V(k) = ff}(dx dy dz

Ejemplo:
Mediante integral triple y utilizando coordenadas cilindricas expresamos el

volumen del siguiente sélido en el espacio:
k={(xy,z) ER¥ /x> +y?2+1<2z<9}

Cambio a coordenadas cilindricas:

x = pcos(A)
{y = psen(})
Z=17Z

V(k) = Uij dA dp dz

Variacion de lambda: 0 <A <2m
Variacién de p: 0 < p <+/8
Variacién de z: 1+ p2 <z <9

2m V8 9
V(k) = f da f p dp f dz = 32m
0 0 1

+p2
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CALCULO DE MASA

m
d=—om=606v
v

Si la masa es proporcional al eje z: k|z|

Para el ejemplo anterior dado el resultado de la masa quedaria expresada como:

2T 8 9
V(k) = f da j p dp f KZ dz = 327
0 0 1

+p2

AREA DE SUPERFICIE EN EL ESPACIO (ALABEADAS)

Sea “S” de ecuacién implicita F(x,y,z)=0. El drea de la superficie “S” es obtenida

A()_Hﬁdd

Donde R es el recinto proyeccion en el plano.

por:

Ejemplo:
Calcular el area de la superficie: z=x? +y%2 conz=>2y x> +y?<6

F(x,y,z) =x*>+y?—z

VF = (2x,2y,—1)

|VF|| = V4x2 + 4y2 + 1

En coordenadas cilindricas: ||VF | =4p2 +1
V] T T
A()_Jjﬁdd f d}\J p4p2+1dp
V2
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CAPiTULO 15

Teoremas

Temario a estudiar.

o Teorema de Green.

e (élculo de area con teorema de green.

e Flujo de un campo vectorial por definicion.

e Teorema de Gauss o de la divergencia. Enunciado. Aplicacién.

e Determinante simbélico para hallar el vector llamado motor de un campo
vectorial.

e Teorema de Stokes o del rotor. Enunciado. Aplicacion.

e Otros tipos de campos vectoriales.
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TEOREMA DE GREEN

Sea f: DcR? - R?/f(x,y) = (P(x,¥); Q(x,y)) un campo vectorial cuyas componentes

tienen derivadas parciales continuas en un conjunto abierto DcR?, entonces:

jgcfdg = ffR(Q’x — P'y)dxdy

Donde R es una region del plano limitado por la curva “C” cerrada y orientada
en sentido positivo, de modo tal que R y C estan incluidas en D, siendo g la
funcién vectorial que parametriza a la curva “C”.

CALCULO DE AREA CON TEOREMA DE GREEN

Para realizar esta demostracion elijo:

%(X, Y) = (_Y: X)

Demostracién:

ifdg = HR(Q,X — P'y)dxdy
fc?dg = ﬂm — (—1) dxdy
i?dg = 2{ﬂRdxdy}

1= _
Ejgcfdng(R)
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FLUJO DE UN CAMPO VECTORIAL POR DEFINICION

Se define flujo de un campo vectorial f a través de una superficie al nimero real dado

por:

q)=ffr‘ids
s

vt ve
Donde: i1 = m siendo ds = |”F, ”

= ﬂ fhds ﬂR ||§£|| :llzﬂ:

dxdy

Interpretacion Fisica del Flujo.

Es una magnitud escalar y su significado fisico depende de la magnitud
que representa el campo vectorial. Si el campo vectorial representa un campo de
velocidades de un fluido, el flujo mide la cantidad de fluido que atraviesa dicha
superficie por unidad de tiempo. Si en cambio representa una radiacion
luminosa, calorifica entonces el flujo mide la cantidad de energia que pasa a

través de la superficie por unidad de tiempo.

TEOREMA DE GAUSS O DE LA DIVERGENCIA

Sea f: DcR3® - R3 /f(x,y,2) = (P(x,y,2); Q(x,¥,2); R(x,y,z)) un campo vectorial
cuyas componentes admiten derivadas parciales continuas en un sélido V limitado
por una superficie cerrada “S” orientable, si esta superficie estd compuesta por un
numero finito de partes en cada una de las cuales existe y varia con continuidad
el versor normal 71 dirigido hacia el exterior del solido V entonces la divergencia

de ]_C a en el solido V es igual al flujo de 7 a través de la superficie S cerrada.

.Uj div]_‘dv=f]_”ﬁ ds
14 s
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Interpretacion Fisica de la divergencia.

La divergencia admite distintos significados fisicos segin lo que
represente el campo vectorial.
Si f representa el vector velocidad del fluido en cada punto la divergencia mide
la cantidad de fluido (medido en volumen) que se crea o se consume en el
volumen por unidad de tiempo.
Si la divergencia es negativa significa que se consume el fluido en el volumen por
lo que se dice que es un desagiie que consume fluido. Si la divergencia es
positiva se dice que en el volumen hay una fuente que produce liquido.
Finalmente si la divergencia es nula el fluido que entra es igual al fluido que sale
y esto se debe a que en el interior no hay ni fuentes ni desagiies.

Si el fluido no es un liquido, sino que es calor que se desplaza a través, la
divergencia del campo mide el calor consumido o acumulado por unidad de

tiempo.

DET. PARA HALLAR EL VECTOR MOTOR DEL CAMPO

Sea: f(x,y,2) = (P(X, y,2); Qx,y,2); R(x,y, Z)) un campo vectorial.

rotf =

o &| =
- Eﬂc‘o =

1

9
)¢
P
rotf =i(R'y — Q'z) —J(R'x — P'z) + k(Q'x — Py)

Definimos con el nombre de rotor de un campo vectorial f = (P,Q,R) o rotacional

de un campo vectorial f al vector:

rotf = (R'y — Q'zP'z—R'x;Q'x — P'y)
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TEOREMA DE STOKES

Sea un campo vectorial f: DcR® — R? con derivadas parciales continuas, sea S una
superficie abierta orientable imagen de un campo vectorial @: B — A con derivadas
continuas y no simultaneamente nulas limitadas por una curva regular C.
Tenemos que la circulacion de un campo vectorial a lo largo de una curva cerrada
es igual al flujo del rotor del campo a través de cualquier superficie limitada por
la curva si la orientacién de la curva coincide con la de la superficie.

jg ?dg = frot f1ids
ct s

OTROS TIPOS DE CAMPOS VECTORIALES

Campo solenoidal: Sea F: DcR® — R™ con F € C! lo denominamos campo solenoidal,

si su divergencia es nula.

div(f) =0

Campo arménico: F: DcR® - R™ con F € C! lo denominamos campo arménico si la

divergencia del gradiente de f es nulo.
div(Vf) =0

Campo irrotacional: Sea F:DcR™ -» R"conF € C! lo denominamos campo

irrotacional si su rotor es nulo.

rot(f) = 0
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CALCULO DE LIMITES DE INTEGRACION DE FORMA ANALITICA

Se explica el método a través de un calculo de volumen definido mediante las
siguientes superficies: y > x2, y <6 —x — 2z

Del enunciado se puede deducir que: x2 <y < 6 —x — z desigualdad que se
cumple si y solo si x* <6 —x —z (por transitividad) de donde se obtiene
despejando: 0 <z < —x?2—x+6

Nuevamente aplicando transitividad se deduce que esto se cumple si y solo si:

0<-—x?>—x+6dedonde x =—30x =2 finalmente 0 < x < 2, finalmente el
calculo de volumen queda definido por los siguientes limites de integracion:

2 —x%-x+6 f6-x-Z 248
V=ff dV=f f f dydzdx = —
S 0 Yo x2 15
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CAPITULO 16

Ecuaciones diferenciales: “Segunda parte”

Temario a estudiar.

e Ecuaciones diferenciales de orden dos a coeficientes constantes con segundo
miembro nulo (Homogéneas de orden dos)
o [Ecuaciones diferenciales de segundo orden a coeficientes constantes con segundo

miembro no nulo (No homogéneas)
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ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS DE ORDEN DOS

Estamos ante una ecuacion diferencial homogénea de orden dos cuando podemos

escribirla en la forma:

Aoy” + Aly, + Azy = 0

Donde:
(DA, e R—{0}
(2)A; ER
(3)A, ER

La solucién de este tipo de ecuaciones diferenciales se construya a expensas de las
raices de la ecuacion caracteristica asociada:

AOI'2 +A1F+A2 = O

!

Ecuacidon caracteristica asociada a la ecuacién diferencial.

Para resolverla existen tres tipos de soluciones para cada uno de los casos los

cuales se describen a continuacion:

(1) Sir; ERr, €ER yademas r; # r, la solucién general de la ecuacién diferencial

es:

y= Cler1X+C2er2X

(2) Siry = r, =r € R la solucién general de la ecuacion diferencial es:

y= ClerX+C2xerX

(3) ry = a+iB la solucién general de la ecuacion diferencial es:

y = e™*[C; cos(Bx) + Cysen(Bx)]
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ECUACIONES DIF. NO HOMOGENEAS DE ORDEN DOS

Estamos ante una ecuacion diferencial no homogénea de orden dos cuando

podemos escribirla en la forma:

Agy" + A1y + Ay =f(x) /f(x)#0

La solucion general se construye usando la solucion de la homogénea y la
particular.

YGeneral = YHomogenea + YParticular

Propuestas de soluciones particulares:

Polinomios yp =Ax+b
Exponenciales Yp = AeP* b conocido
cos(mx) o sen(mx)o ambas yp = Acos(mx) + Bsen(mx)

Ejemplo para ecuaciones diferenciales cuya solucién particular puede proponerse

como polindmica;:
y' —y' —2y=3x+4
r'—-r—2=0
r=2Y¥Yr=-1
Construyo la parte de la solucién homogénea.

yn = C e?*+Ce™*

Para construir la parte de la solucién correspondiente a la particular “pruebo”

con
yp =Ax+b

Y:?=A

Y, =0

Reemplazo en la ecuacién dada (y"' —y' — 2y = 3x + 4)
0—-A—-2Ax+2B=3x+4
—2Ax—A—-2B=3x+14
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Resuelvo el sistema:

2A=3=>A=—"3
ST T2

5
A—2b 2

Construyo la yp
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Ejercicio 1.
7
Sea: f(x,y) = {x+y six+y #0

, se pide calcular si existe lim f(x,y)
0 six+y=0 x>0

Desarrollo formal.
Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por los (x,y)/x+y=0

lim f(x,y) = 0
X—-0

Nos acercamos al origen de coordenadas (0,0) por los (x,y)/x+y#0

7

}21—{% fGoy) = X+y

Este es un caso especial el cual aparecié en un final tomado, dado que la rama
de la funcién no es acotada ni estamos en presencia de infinitésimo por acotado
acudimos a los limites radiales, demostraremos que al acercarnos al origen por
distintos caminos la funcién tiende a valores distintos por lo que el limite no
existira.

Para demostrar que el limite no existe se debe buscar una funcion la cual sirva
de curva para aproximar, para este caso buscare la funcion de la siguiente

forma:

X7

1

x+y_
A" =x+y=>y=Ax" —x
Siendo A la constante que me dard una familia de curvas, por lo tanto:

x’ 1

im—7=—
x-0X — X + ax a

Como a medida que me aproximo al origen por distintos valores la funcién
tiende a valores distintos (por principio de unicidad del limite, si existe debe ser
unico) se tiene que:

Alim f(x, y)
X-0
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Ejercicio 2.
(x-3)y .
——— six# 3
Sea: f(x,y) = (x=3)?+y? , se pide analizar
sen(x—3+Yy) six=3

derivabilidad del campo escalar en el punto: (3,0) para toda direccién, teniendo

en cuenta que el ejercicio finalizara cuando todas las direcciones sean analizadas.

Condiciones del ejercicio:
Xo=(3,0) ti=(ab) a®+b%2=1
Desarrollo formal.

Para resolver este ejercicio acudo a la definicién de derivada direccional definida
por el siguiente limite:
_ f(Xo + hii) — f(X
f'(Xo, ) = lim X h) (%)

Utilizando como versor el genérico (de esta forma se logra analizar para toda

direccién y sentido) y el punto dado como dato.

Ademiés sabemos por enunciado que: f(io) =0

Reemplazando datos: f '(io,ﬁ) = %lir%m;w

_ f(3ha; hb
f,(Xo,ﬁ) — %1_1;1(1)%

Una vez planteado el limite pasaremos a dividir el ejercicio en dos ramas, por un

lado trabajaremos con los pares (x,y)/x=3 y por el otro lado con los pares

(x,y)/x#3.

Parte A: (x,y)/x=3

Para esta parte: x =3 ~ 3ha =3 => ha =0 finalmente a =10

109|Page




Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

_ hb hb)b
P (Ro 1) = lim D)y, senchblb_

h-0 h h-0 bh b

Parte A: (x,y)/x#3

Para esta parte: x # 3

(3 + ha — 3)(hb)
= o _ . (3+ha—3)2+(b)2 1  hahb
F'(%o 1) = Jim h ~ h0hh?a? + h?b2

1  h?ab

MR GEE + 07

Finalmente el resultado a la consigna pedido sera la uniéon de ambos resultados:

(v <\ _ (b sia=0
f(Xo'u)_{absia;to

Ejercicio 3.
23y
Sea: f(x,y) = {x+y* O (x,y) # (0,0)
2 si(xy) =(00)

, se pide analizar

continuidad en el origen.

Desarrollo formal.

Primero que nada se debe recordar las condiciones para que el campo escalar sea

continua en un punto:

1. 3f(X,)
2. Hilinx%,f(xo)

5. (%) = Jim((X0)
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Teniendo en cuenta la condicién de continuidad del campo escalar entonces:

f(0,0) = 2
Busco que exista el limite:
2x3y

im————
x-0 x4 + y*

Dado que no puedo “salvar” la indeterminacion del tipo (:—g) acudo a la

informacion que me otorgan los limites radiales aproximandome con: y = mx

Por lo tanto:

. 2x3mx " 2x3mx 2m
im———— = lim =
x>0x* + m*x*  x-ox*(m*+1) m*+1

Dado que a medida que me aproximo al origen por distintos caminos la funciéon
tiende a valores distintos (por principio de unicidad del limite, en el caso de que
exista debe ser inico) se tiene que:

Alim f(x, y)
X—0

Dado que no se cumple la segunda condicién el campo escalar no resulta

continuo en el origen de coordenadas.

Ejercicio 4.
Dada z = f(x,y) definida de forma implicita por: xz + z3y +In(z+x—2)—2=0
se pide calcular aproximadamente: £(0,98; 0,03)

Desarrollo formal.

A la ecuacién xz + z3y +In(z+x—2) — 2 = 0 la considero superficie de nivel

“0” correspondiente al campo escalar:

F:R® -> R/F(x,y,z) =xz+ z3y +In(z + x — 2) — 2

111|Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnoldgica Nacional
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

El ejercicio nos pide una aproximacion lineal, para esto recurriremos a:

f(xo + Ax; yo + Ay) = F(X_O) + f’X(X_O)AX + f’y(X_O)Ay
Donde:
X=1-002; Y=0+0,03
AX = -0,02; AY = 0,03

Por lo tanto:
£(0,98;0,03) = F(1,0) + f'x(1,0)(—0,02) + f'y(1,0)(0,03)

Para obtener las derivadas parciales de f (el gradiente de f en un punto)
acudiremos a utilizar el teorema de Couchy-Dinni.

g = _FxGo Yo 20)
* F'z(X0,¥0,Zo)
F'y(X0,¥0,Z0)

f', = —
F'z(X0,Y0,Z0o)

y

Y por tanteo en la ecuacién implicita: zy = 2

Donde:VF(x,y,z)=(z+ L ;z3x + 3z%y + L )

z+x-2"’ zZ+x-2

Siendo: VF(1,0,2) = (3,8,2)
F'’x(1,02) 3

fli 2 —— =
X F'z(1,0,2) 2
o Fy02)
Y Fz(1,02)
Entonces:
_ 3
VE(1,0) = (— - —4)
Finalmente:

£(0,98;0,03) = 2 + (— g) (=0,02) + (—4)(0,03)

£(0,98;0,03) = 1,91
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Ejercicio 5.

Si f(x,y) = x? + 4y? halle las trayectorias ortogonales a las lineas o curvas
de nivel de f. Indique en especial las ecuaciones de las curvas de la familia
que pasen por el (2,1)

Resolucién formal:

Este ejercicio nuevamente fue obtenido de un final tomado en alguna mesa de
examen pasada, en los finales suelen aparecer ejercicios de esta forma

acompanado de definiciones de soluciéon particular, general o singular.

f(x,y) = x? + 4y?
X2 +4y? =f
2x+8yy' =0

n__In 1
Para encontrar las curvas ortogonales reemplazo: "y™" por: — 5, por lo tanto:

1
2x+8y(——,> =0
y

% =8 (dx>
X = 8y ay

2xdy = 8ydx
dy dx
8y 2x
d d
dy _, [dx
y X

Inly| = 4 In|x| + In|k| siendo In|k| la constante de integracion.

Inly| = In|x*k|
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lyl = x"k
y = x*H

Para obtener la soluciéon particular simplemente debo tener en cuenta del

enunciado:
f(2) =
Por lo tanto:
1=1H
H=1

Finalmente:

y = x* es la solucién particular de la trayectoria ortogonal de f dada en el
enunciado.
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Anilisis Matemitico IT (95-0703) — Final del 03/12/2013
Condicion minima para aprobar: 3 (tres) items bien, uno de “T1) 0 T2)" y des de “El), E2), E3) 0 E4)”.

T1) Enuncie el teorema de Green. Dado f(x,5) = (2y+y@(x¥), Sx+xp(x ¥)), suponiendo que se cumplen
las hipdtesis del teorema, calcule §C‘ J-ds siendo C la curva frontera del rectangulo [1,3]x[4,7] cIR?.

T2) Dado el campo f diferenciable en el punto 4 , demuestre que Jf es continuo en dicho punto.

El) Sea f:R’— R’/ f(x.»)=(6xy.3x+3" -3) cuya funcién potencial es ¢ . Sabiendo que $(0,0) = 4,
halle maximos y minimos locales del potencial e indique en qué puntos se producen.

E2) Calcule laintegral de linea de f(x..2) =(3x,2z, ) desde 4 = (0,70,2,) hasta B = (-1, 3,,z,)., alo largo
de la recta definida por la interseccion de los planos de ecuaciones: z=5x+y , y—x+z=2.

E3) Calcule el flujo de f(x,v,2z)=(2x,z-5y, x—y+2z) através de la superficie frontera del cuerpo definido
por: x<y<2x, x+y+z<6,1°octante. En funcién del resultado obtenido, indique si el flujo resultante

es entrante o saliente del cuerpo.

E4) Dado f(x,y)=(y,—x), calculela longitud de la linea de campo que pasa por el punto (3,4).

Ejercicio E1

Del enunciado nos dice explicitamente que f admite funcién potencial, por lo

tanto se cumple entonces:

V(e y) = fle.y)

dip(a. )
rf:i"
dp(x. )

= Gy — Pla.y) = 327y + T(y)

f =327 + 3y — 3 = e y) =37y + 47 — 3y + T(x)

iy

dep(ax. )
dr

dep(. )

= 6wy — dle.y) = 3’y + Tly)

f =35+ 3 =3 s dley) =327y +° — 3y + T(x)
iy

La funcién obtenida por lo tanto:

dlr.y) =327y +y’ -3y + K

La funcién evaluada en el origen:

blr.y) =32+ —3y+ 4

116 |Page



Calculo en varias variables Universidad Tecnol6gica Nacional m
Con aplicaciones a la fisica Facultad Regional Buenos Aires

Para evaluar los puntos criticos acudo a la definicion:
Vi = (0.0)

Luego el sistema asociado es el correspondiente:

G;f'lf; =1

327+ 37 =3
Realizando cuentas:

A=(0.1) B=(1.0) C=(0.—-1) D=(-1.0)

El Hessiano correspondiente:
Gy G
H(r.y) =
O Oy

Finalmente al resolver el mismo se obtienen los siguientes puntos:

minimo relativo : (0.1.2)  punto silla : {1.0.4).(—1.0.4) max relativo : (0, —1.6)

Ejercicio E2

La recta de forma vectorial se la puede escribir de la siguiente forma:
iq: R — Iﬂ_,-";ﬂ[:f') =(r.1l—2r.3x+1) 0<x<—1

Acudiendo a la definicion:

|I|
v /ff!-* = [ flglx)) - g(x)de

Finalmente reemplazando y resolviendo la circulacidbn obtenida es:

I i )
Iy - 13
W= flgle)) - g (a)de = — [ —15x — ldr = -

0 1 =
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Ejercicio E3

Se cumplen las condiciones del teorema de la divergencia, por lo tanto:
div f = =2
Luego se procede a buscar los limites utilizando en este caso transitividad:
l<z=<b—x—y & <y<2r
Por transitividad: # < 6 —.r

Existen dos limites superiores en y, lo que induce a que la integral se divide

en 2
min={r.6—x}—2aor<b—r—r<3
min = {2x.6 —x} =22 <6—0x =z <2

Otra forma es con un dibujo sobre la proyeccion sobre el plano xy donde se

obtienen los puntos donde se divide la integral, luego:

G—x—y
w=—2 /[ ([ rf,‘,) dydr = =2 [[ 6 — i — ydady
o W I".-.-,l () of I".'-'.l

de donde:

2 2 3 G
—2 ([[ 6—a— .r;rf;f'rf.r,r) = -2 ([ [ 6 — (o +y)dyde + [ [ 6—(x+ If,r):flf;:f;r')
JJdp, Jo Ji Ja S

para ahorrar en cuentas , podemos hacer un cambio de variable, en la

primera integral

W= I
i =1
oMo, v
'l Hu.v)) = _
1 Donde el Jacobiano del cambio de variable ey

En la segunda
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W = .r

1= ."; _|_ q

Entonces las integrales se transforman en

2 2 3 6
—2 / / (6 — (w+ we))udvdu — 2 / / 6 — vdvidu = —12
Jo J1 J2 Jay

por lo tanto: fisicamente el campo propuesto frena el flujo.

5
Il
I
()
1]

Ejercicio E4
Por definicion de linea de campo, dado un campo f=(P,Q) para obtener la
-Hr:f' erf;
linea de campo correspondiente, se cumple P () entonces:
Hr;f' -Hrf ;|"2 i 2
T, T _Y K
Y —r 2 2

La linea de campo pasa por el (3,4) entonces es la siguiente:

r .'g -
;f'j - 2!
2 2 9

3 2 _ o

de donde se obtiene: | T ¥ = 29

Escrita de forma vectorial, una parametrizacion conveniente puede ser:

q: R — Ilj_,-";_fj[” = (dcost, hsint) t € [0, 27]

por definicion:

b 27
L= IMHMH:[ Sdt = 107

i v ()
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Condicion minima para aprobar: 3 (tres) items bien, uno de “T1) 0 T2)” y des de “El), E2), E3) o E4)”.

T1) Defina solucion gcn"cral (SG) y solucién particular (SP) de una ecuacion diferencial ordinaria de orden #.Dada la

ccuacion diferencial y”+ky' = 4+8Wx con k constante, sabiendo que y =2x" esuna SP determine el valor de

k v halle la solucion general.

T2)

Condicion necesaria para la existencia de funcion potencial: enunciado y demostracién.

El)

Calcule la longitud de la curva C definida por la interseccion del plano de ecuacion 4z—3x =0 con la super-

ficie cilindrica de ecuacion x*/16+ y*/25 =1, en el 1° actante,

E2)

Sea 7, en el 1° octante, el trozo de plano tangente a la superficie Z en el punto (x,,¥,,%,) = (1,4,2,).
Calcule el irea de 7, sabiendo que X admite ecuacion z= f(x,y) con f definida implicitamente por

xz+Exp(z+ xy—6)—3 =0 enunentono de (x,,),)=(1,4).

E3)

Dado f(x,y,z)=(3x, 2y, y+z), calcule el flujo de f através de la superficie abierta de ecuacién y = x* con
0 < z £ 9-y. Indique grificamente como decidid orientar la superficie.

E4)

Calcule la masa del cuerpo definido por: z>/2x”+»* , x*+2y*+2z* <12, si su densidad en cada punto cs
proporcional a la distancia desde el punto al plano xy.

Ejercicio E1:

La

curva escrita de forma vectorial se puede expresar de la siguiente forma:

&
2

M

g: R — B /g(t) = (4cost. Hsint. Jcost) ¢

b
L= [ gl
por definicion: it luego

[&1E

- - - . T -
L= V25 cos2 t 4+ 25sin” Hilt = / Nt

0

finalmente se obtiene:

Ejercicio E2:

Reemplazando el punto dado como dato en la ecuacion implicita, por prueba y

error obtenemos el valor de i = =

2 por lo que el punto sobre el cual se

trabajara en la resolucién del ejercicio es: P =1(1.4.2)
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En este caso se puede utilizar el teorema de Couchy Dinni para funciones
implicitas, pero en este caso se muestra otra forma de resolucion expresando

el siguiente campo escalar:

Calculando el gradiente de la misma, y evaluando en el punto dado:

Vf(1.4.2) = (6.1.2)

Se obtiene asi el normal a plano tangente, realizando pasos algebraicos y

conociendo la “pinta” de un plano se puede obtener el plano pedido:

m:be+y+2z2—14=10

. ; _.'—1: :I X:I :.fr{rft' , .
Para realizar el calculo de JJ g H"f” ""*'” area se utilizara la
siguiente definicibn en este caso (la cual es equivalente a la explicada en
este apunte):

Expresando a la funcidbn de forma vectorial:
g: R? = ﬂ’ﬂ_,.-"'_q[:f'. z)=(r. 14 — b6x — 2z, 2)

La norma del producto vectorial de los elementales es v 41

"1 = m [ :f,‘,rf:f'
o o I

Por lo tanto:

Para encontrar los limites de integracibn por comodidad se los obtiene a partir

del método de transitividad.

=0 1d—0r =220 z=10
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De la segunda se despeja z y obteniendo z < 7 — Jir luego por

o= ‘—
transitividad 3
Finalmente:
T3 19
A= [ [ dzdy = —+/41
Jo0dn 6
Ejercicio E3:

Dado que la superficie es abierta, no se puede realizar una aplicacion directa
del teorema de la divergencia, puede decidirse por “tapar” la superficie y luego
restar el flujo que no se requiere o calcular el flujo utilizando la definicion.

Nos quedamos con la segunda opcién y utilizamos la definicion de flujo:

@ = / frndA
JA R

Reemplazando y realizando las cuentas correspondientes obtenemos la siguiente

expresion:

¥ = //[:];r'.z;r'j;r:-F ;'l.zr —1. [”,;__._1 = // -l:f'jﬂr.-':l
Jd . YR

Luego los limites de integracion aplicando transitividad son los siguientes:

I<z2<9—y—=0<2<9—2"

por transitividad ! = 9 — i = [x] < 3 finaimente

L 1296
P = / / 4. dzdr = Tj
Y L
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Ejercicio E4:

Por definiciobn la masa del cuerpo:

m = &M,y z)dV 3
//{ pero i [ TH ,:;' = ;|'|,: |

Es sencillo observar que nos piden el volumen cuando z>0, por lo que nos

12—x2—2y2
m = [[ / kzdz | drdy
Pry D = +4,l

conviene calcular dicho volumen por una integral doble

Realizadas las cuentas se obtiene:

3 5 o
1 = ;f.' /[ 4 — (= + y )dedy
< Jdp,

La proyeccion sobre el plano xy corresponde a la region:

R= {lf ,f;] c L:j..-";?"'j 4 ,f,fj < -l}

finalmente no hay restricciones angulares, tomando polares obtenemos el

siguiente resultado:

e}

3. )
m= ;f.' / / (4 — = )rdrdf = 12kx
= Jo Jo
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Analisis Matematico II (95-0703) — Final del 26/09/2013
Condicion minima para aprobar: 3 (tres) items bien, uno de “T1) o0 T2)” y dos de “El), E2), E3) o E4)”.

T1) Enuncie el teorema de derivacién de la composicion de funciones en forma matricial (regla de la cadena).
Dada h(x,y) =f(g(x,y)) con Vf(u,v)=(2uv, u* +3v?), calcule Vh(a,b) sabiendo que g(a,b) =(2.1),

gx(a.b)=(3,5) . gy(a,b)=(1,4).

T2) Defina familias de curvas ortogonales (trayectorias ortogonales). Dada la familia de curvas de ecuacion
xy=C, halle la curva de la familia ortogonal que pasa por el punto (1,2).

E1) Dado feC'en R?, tal que f(x,7,2)=(x+yz, y+2xz, h(x,y,2)), calcule la circulacion de 7 alolargo de
la circunferencia de radio R =3 incluida en el plano de ecuacién z = 4 con centro en (0,0,4) ; indique graficamen-
te como ha decidido orientar la curva.

E2) Calcule el volumen del cuerpo definido por: y+2z<9,y2 x*, 1° octante.

. : i 2 52 ; i 2
E3) Calcule la longitud del arco de curva C definido por la interseccién de la superficie de ecuacion z=1-x
con el plano de ecuacién y = 2x , cuyos puntos tienen coordenada z 2 0.

E4) Calcule el drea de la superficie de ecuacion z = 4—x* - y* con y 2 V3 x, z23, I°octante.

Ejercicio E1:

La curva dada es de la forma:

Aplicando definicion:

fs
“':/frf-*: Fla(6)g ()

Parametrizando la curva y expresandola de forma de funcién vectorial se

obtiene:

qg: R — RF{,.-;_:;H]I = (3cost. Isint. 4)

Dado que no existen restricciones angulares se toma entre 0 y 2w, realizando

las cuentas se obtiene finalmente:

D,

mn :/ T2cos >t — 36sin’ tdt = 367

i
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Ejercicio E2:

Despejando se obtiene los limites de “y

P <y< 09—z

Luego aplicando transitividad se obtienen los limites de “X” y “z

Finalmente aplicando la triple integral se obtiene el volumen pedido:

3 O—x? O—z 394
V= [ / / dydzdr = —
Jo o Jo o )

Ejercicio E3:

‘)f

I
= [ gl

por definicion: J

2]

-

. N = 3 A . 2
La curva dada es de la forma: 4 - R— R _.-'Lflif;' = (w. 20,1 — 2]

Para obtener los limites de integracion: = = 0 —1—a" >0 — [x| <1

finalmente:

1 1
L= [ Vo + drldr = 2 [ Vo 4+ dr2dr = 5.01
o =1 o ()
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Ejercicio E4:

Parametrizando la superficie y expresandola como un campo vectorial se

obtiene:

g: RB? — |’3_,.-"'_f;[r'. t) = (rcost.rsint. 4 —r?)

Una definicidbn equivalente de calculo de area es la siguiente:

A= [[ [lgy > gil|drdt
oS 9

Luego trabajando con el argumento se obtiene:

g, x gill = rv4r2 +1

Para los limites de integracion:

™

i —=4d—r>=3=0<r<1
y > V3r — rsint > V3rcost — tant > V3 =t >

T
3

Del enunciado tenemos una restriccion angular al primer octante por lo tanto:

z pl .
A= / / rv/4r? + ldrdt = __ﬂl[aﬁ —1)
W :s ] (=
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Analisis Matematico II (95-0703) — Final del 06/08/2013
Condicién minima para aprobar: 3 (tres) items bien, uno de “T1) o T2)” y des de “El), E2), E3) o E4)”.

T1) Dado f:D cR"—IR, defina maximo y minimo local (o relativo) de los valores de /. Para el caso particu-

lar de f(x,y)=x"+y®+3 definido en I, analice si / produce extremo local en algim punto; en caso
afirmativo clasifiquelo v calcule su valor.

T2) Enuncie el teorema de la divergencia (Gauss). En la condiciones del teorema, siendo f=roi(Z) com
Z =(P.0O.R). verifique —incluyendo el desarrollo que corresponde— que &: _7 -Ade =0.

E1) Sea 7, el plano tangente en (2.1 z,) ala superficie definida implicitamente por: xZ +In(2y+z-2)-2=0.
Siendo _i—’ (x.y.2)=(2y—-13,2—x, z), calcule el flyo de f’ a través del trozo de 7z, cuyos puntos perisns-

cen al 1° octante; indique graficamente como orient6 al plano y determine si el flujo se produce en ese senti-
do o en el opuesto.

E2) Calcule la masa de la chapa plana D definida por: 2< x*+y* <2x, si su densidad superficial en cada
punto es inversamente proporcional a la distancia desde el punto al origen de coordenadas.

E3) Sabiendo que feC'en R® esta definido por: f(x,y,2) = (y+yg(x), g'(x),z) con f(0,1,0)=(3,10),
halle la expresion de g de manera que f admita funcion potencial.

E4) Calcule el volumen del cuerpo definido por: x+z<4, y>x, y <6, 1° octante.

Ejercicio E1:

Evaluando el punto dado en la superficie definida implicitamente se obtiene
que =0 =1 A=(2.1.1)

Luego se calcula el gradiente de Fle.y.z) =22 +In(2y + 2 —2) -2

, 2 1
VF = ( 2+ —)

"y z—2" 2yt z—2

de donde VF(2.1.1) = (1.2.5) luego el plano tangente sera de la

formarr:f;r'—z.y—l.:— I1.2.0)=0—=|m:x+2y+52—9=10

El flujo por definicibn viene dado por:

@ = // fnds
R

Tomando como funcion vectorial:

g: R = R gly.z) =(9—2y—5z2. 9. 2)
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m

Luego trabajando sobre el argumento se obtiene:

@ = / fnds = // Jwdydz = // 39 — 2y — Dz)dydz
Jd o O S

Los limites estan en funcién de g, ademas de estar en el primer octante, por

lo tanto:
9 2
O—2y—5z=0 [0<z2<-— -y
[ i)
{ 2 0
0< - —<-y— “ﬂffln';{f;
por transitividad: g0 2

finalmente se obtiene:

729
) = 3(9 — 2y — 52)dzdy = —-
i /[”J | iy ) ;Ir iy 20

Ejercicio E2:

Por definiciobn la masa de un cuerpo viene dada

M= [[ Fd (. a)dA
por: JJ R

Siendo la densidad planteada por el enunciado:

) 1 1
o, 1 = —
=) = B0 JELS
- 1
M = [[ .;.'r‘!l:r.lf;;lrf_.-'-l =} // f”"-‘.
|UegO < o] oS o "p" = _|_ .f.!r_.

. 2 << 2cos
Tomando polares sobre R obtenemos R' con lo que: V2 <r<2cosf
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T T
—— < H < =
de donde: 4 4
finalmente:

1 L\/’E
M=Fk [/ —dA = /[ drdfl = (4 — )
L F Y :f'j + .fjj o 2

Ejercicio E3:

De los datos del enunciado obtenemos:

FlO.1.0)=(14+g(0).400).0) =(3.1.0)

obteniendo las condiciones iniciales: (0] =2 _‘f[“]' =1

Para que el campo f admita funcién potencial la matriz Jacobiana de f debe
ser simétrica, hechas las cuentas se debe resolver la siguiente ecuacion

diferencial:

g'(x) —glr) =1

gle) = Ae" + Be™" — 1

cuya solucion es la siguiente:
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Ejercicio E4:

Si calculamos el volumen por una integral doble se obtiene:

G
V = // (/ :4';;) drdz = // 6 — widadz
Jdpo o NS g o of Pro

los limites son

“‘f:,:‘f:-l—:f'|

Luego aplicando el método de transitividad utilizado en esta seccion del

apunte:

finalmente

)<4—z[0<z<1]

¥
V= [/ 6 — rdzdr = &
JJ e, 3
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Andlisis Matematico I1 (95-0703) - Final del 21/05/2013
Condicién minima para aprobar: 3 (tres) items bien, uno de “T1) 0 T2)” y dos de “El), E2), E3) o E4)”.

T1) Defina conjunto de nivel de un campo escalar. Dado f: IR =R diferenciable, si x’y”’ =9x~1 es la ecuacién de

L, (conjunto de nivel 4 de f ), halle las direcciones de derivada direccional nulade f en A =(1,y,)€ L,.

T2) Enuncie el teorema de la Divergencia (Gauss). Suponiendo que ] € C? verifique, justificando lo que afirma, que
ﬁz rot(f)-fido = 0 para toda superficie £ que cumple con las hipétesis del teorema.

E1) Dada w=xu’ con u=f(x,y) definida implicitamente por xu+In(2u—-y)-2=0 en un entomo del punto

(x,,Y,) = (1,3), resulta w = A(x, y) ; calcule aproximadamente (0.98,3.01).

E2) Siendo f(x,v,z)=(x+y, y,9-2z), calcule lacirculacién de  desde A =(0,0,9) hasta B =(2,0,9) alo largo

de lacurva C definida por la interseccion de las superficies de ecuaciones: x” + y* = 2x, z =9~ y*_ en 1” octante.

E3) Calcule el volumen del cuerpo definidopor: z > /x> + y° | z+x> +y* 22.

E4) Sabiendo que f€C’' con f(x.y)=(2yg(x), xg(x)), halle la expresién de g de manera que f admita funcién
potencial v resulte 7(12) = (8,2).

Ejercicio E1:
Con los valores de x e y dados se puede calcular el valor de u, evaluando

dichos puntos en la ecuacién implicita dada, de la cual obtenemos que i = 2

Luego aplicando el teorema de Couchy Dini o asociando a esa funcion el

gradiente de la misma, realizando las cuentas obtenemos:

(2.y) = fla.y) = > — 2q 4 -
wlz y) = fle.y) = — — = + =1
] u 3 3 3.1'

o
Sabiendo: Mz, y) =w=azu" = h1.3)= ‘1, para calcular las derivadas de

h, se define el arbol que le corresponde como:

X

W X

Y
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dh i N duw du 2 o 2 4
— = — 4+ —— = u — 2u— = -
dr dr du dx du=2 o
dh dur du 1 4
— = —— = 2ur— = —
dy  dudy Ju=220=1 3
Luego:

haoy) =4+ (e —1)+ =(y—3)
Finalmente:

(0. 98:3.01) = 3.9866

Ejercicio E2:

Utilizando la definicidbn directamente, para ello necesitamos parametrizar la curva

dada, sin tomar como centro del cilindro el (1,0) una posible parametrizacion

2
2

sera:

q: i — ff.xf.-f_.r;lr?‘.] = (2cos t. sin(2t). 9 —sin?(2t)) ¢

M

luego: g (1) = (—2sin(2t). 2 cos(2t). —2sin(4t))

b
w = f fds = [ Flg(t)) - g (t)dt
f.-\' i

por definicion de circulacion:
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Hechas las cuentas y reemplazos correspondientes, dando vuelta los limites de

integracion se obtiene:

— / —dcos” tsin(2t) — 2sin’(24) + 28in(2t) cos(2t) — sin”(2t) sin(4t)dt =
i

24

ta | =

Una segunda parametrizacion posible, seria tomando como centro del cilindro el

(1,0) esla siguiente:

g: B— P /g(t) = (cost + 1.sint, 9 —sin*(t)) t & [0.7]

Ejercicio E3:
/3 2 o - 2 2
De las condiciones de enunciado se deduce: V¥~ + ¥ <2 < 2— (a7 + )

o

Tomando cilindricas: T <2 <2—1" —=r [0, 1] #<][0.2n]

luego por definicion:

2 pl p2-p? -
V= / / / rdzdrdf = 2!
()] 1] r ﬁ
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Ejercicio E4:

Dado un campo vectorial: flay) = (Pla. .f,’:'-fci'[i"-.f,’;';'para que f admita

funcibn potencial, la condicidbn necesaria:

dP dc)
= — = 2g(x) = g(x) + xg'(x)

dy  dr

i . . ot
si se realiza el siguiente cambio: gle) =y —=2y=y+uxy
resolviendo la ecuacion diferencial se obtiene: 4 = glz) = M

De datos del enunciado sabemos:

AL.2)=(4g(l).g(1l)) =(8.2) = g(l)=2

= 2r

Luego 9(1) = M =2 por 1o que finalmente: g(x)
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