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Andlisis Matemdtico IT

. Férmula de Taylor

Formula de Taylor (1856-1915)

e Para funciones escalares

En Andlisis I, se demostrd que si una funcién y = f(x) es derivable hasta el orden (n+1), en
un entorno de un punto q, dicha funcién se puede aproximar, en ese entorno, mediante un
polinomio de grado n, escrito en potencias de (x -a) y se puede acotar el error que se
comete cuando se toma como valor de f(x) con x € E(a, 8), el valor que foma ese polinomio
para la “x" considerada

En sintesis, en Andlisis I se probd que si f(x) es derivable hasta el orden (n+1), en un
entorno de un punto a, se cumple que: T

n)( 2)

)= ﬂa)+f(a}(x-a)+—( af .+ —=(x-a)O+ Ty |

mn:complcmenfnrio o Resto de Taylor. \

.z "o .
También se lo indica con R, 0 Tc, y permite acotar el error que se comete cuando se toma
como valor de la funcién, el del polinomio. —

Existen distintas expresiones pam el término complementario. Una de las mds usuales es
la de Lagrange: -
£+ (c).(x-a)n+l
Ta+1 = (@+1)!

donde c estd entre xy a, es decir x<c<a o bien a<c<x

Resulta:

ZJ_l RO

+ (x - n+l X<c<a
Z -a)' @r ) (x—a) , con c

fix) =

(Observacién: Se considera que la derivada de orden O es la funcién)
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Andlisis Matemdtico IT

Sia = 0, la férmula de Taylor se conoce como Wﬂé

ne@gy . D) (e
i=

+ \Para campos escalares de dos variables: |

98 - 1746).

Dy

(a.b) interior al conjunto A con E(a,b) c A.

y de sus derivadas parciales sucesivas en el punto (a , b).

Recordatorio:

Consideremos un campo escalar f: A — R, con A c R?, diferenciable hasta el orden (n+

—

Si (a+h,b+k) es un punto que pertenece al enforno, enfonces la Férmula de Taylor para
dos variables permite hallar valores aproximados de f(a+h,b+k), conocidos los valores de f

Por ser f(x,y) diferenciable hasta el orden (n+1), se cumplen las hipétesis del

Teorema de Schwarz (1843 - 1921), entonces:
o : L 'y (ab)= f"yx (a:b)

Puede demostrarse que lo farmula (1) eg:

-

f(a+hb+k)=f(ab)+f.(ab).h +f',,(a,b).k+—21—!.(f’,‘,‘(a,b)_h2 +2.fo(ab).h.k+f(ab).k?)+

7

Wt T,

_Tr__——

Te1es el Término complementario o ;-esf‘o de Taylor.

Para sintetizar la férmula puede escribirse la misma utilizando los diferenciales
Recordando que:

df [(a,b); (k)= «(a,b).h+ f , (a,b).k ‘

d2f [(a,b);(h,l;)]= ' x(a,b).h? +2.f", (a,b).h.k +f 'y, (a,b).k?

&t [ab)(hK)= " (@,b).h* +3.f "oy (ab).n2.Kk+3.1 "y (a,b).h.K2 + 7, (a,b) K
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Andlisis Matemdtico IT

Reemplazando en (1)

. Férmula de Taylor

A §

f(a+h;b+K) = f(a;b) + df(a;b) +

d’f(a b), , d"f(@b)

pr +Tow
con: T —————-d(M)F(a b)
=T e conc/0<c<1.
Generalizando aln mds la expresidn se obtiene: ,
| - dVf(a; ™V f(a+ch;b+ck
- f(a+h;b+k)=f(a;b)+2d(—ff‘§'ﬂ+ d “?nf”' ) con0<c<1
=~ il !

]

Si (a,b) = (0,0), se obtiene la Formula de Mac Laurin, en laque h=x-0=x

k=y-b=y

f(x;y) = f(00)+Z —+i ,con0<c<1

"f(0,0) d™Vf(cx;cy)

. Aplicaci_ones

La férmula de Taylor para dos variables permite, igual que la de una variable, aproximar
funciones mediante un polinomio.
El error que se comete en dicha aproximacion estd dado por el término

complementario.+

En el estudio de extremos condicionados de un campo escalar f(x,y) el signo del
diferencial sequndo de la férmula de Taylor permite clasificar dichos extremos.

10 Fefy -
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Andlisis Matemdtico IT Extremos de Campos Escalar

Extremos de campos escalares

Una superficie definida explicitamente por una ecuacién de la forma z=f(x.y) puede

5 e Y TP 0 int
considerarse como una superficie de nivel del campo escala'r) F definido por la

F(xy.2) = f(xy) -2 P (

Si f es diferenciable, el gradiente de ese campo viene dado por el vector v \/
' o 0

of ,  of
VF=—i+—j-k V
.Y

o)
La ecuacién lineal que permite calcular el plano tangente en un unto P=(a,b,c)puede
escribirse en la forma: @
' z-c-i(a,b c).(x —a)-l--qf-(a,b c).(y~b) ?
B oy T O ®

Cuando los dos coeficientes o derivadas parciales son nulos en el punto P, a dicho
punto se lo llama punto_estacionario o critico de la funcién f. El plano tangente en

un punto estacionario es horizontal. »

Generalmente los puntos estacionarios de una superficie se clasifican en tres

categorias: mdximos, minimos y puntos de ensilladura.

ecuacion:

————

Si la superficie se imagina como un terreno montaficso, estas categorias
- corresponden, respectivamente, a las cumbres, a los fondos de los valles y a los
puertos.

Los conceptos de mdximos, minimos y puntos de ensilladurq, se pueden introducir
para campos escalares definidos en subconjuntos A de R". '

Definiciones

\J\

Consideremos f: AR, cin A c R?, siendo A abiertoy P, (xo:yo) € A
* Definicion: 1

f(R,) es un mdximo absoluto o global de f <>V XeA: f(X) < f(R)
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Andlisis Matemdtico IT Extremos de Campos Escalares

f(P,) es un méximo relativo o local de f < 350/ VX E[P, 5]: F(X) <F(R,)

Dicho de otro modo, un méximo relativo en £, es el mdximo absoluto en un cierto
entorno de PR,

* Definicion: 2

f(P,) es un minimo absoluto o globalde f &V Xe A: f(X)2 f(R)

f(P,) es un minimo relativo o local de f < 3 80/v X e E[P, 5): f(X) = f(P,)

* Definicion: 3

(xayo : f(xo :Yo)) es un punto de ensilladura o punto silla de f en A < f es
diferenciable en P, y el plano tangente atraviesa la superficie representativa de f.

Es decir: .
(X0 :yo:f(x0 :y0)) es un punto de ensilladura de f en A <> f es diferenciable en P, A
v3>0:

BL{//SS’/;?_?
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Andlisis Matemdtico IT o

[3 X< ER5]/F(X)2f(R) A 3 X'c EIRS]/ £#(X") < f(R)]

Ejemplos

Ejemplo: 1 Mdximo relativo

Sea z =f (x,y) =2 - x* - y>. Esta superficie es un paraboloide de revolucién. En las
proximidades del origen tiene la forma indicada en la siguiente figura a) y sus curvas de
nivel son circulos, alguno de los cuales estd dibujado en la figura b).

]
|
— e .

N

a)z=2-x-y? b) Curvas de nivel x*+y? =¢

f tiene en (0,0) un mdximo relativo, pero también un mdximo absoluto en todo conjunto que
contenga el origen.
Las dos derivadas parciales se anulan en el origen.

1]
il
q
b |
|
5
i
/
e A R A R T e —

Ejemplo: 2 Minimo relativo .
Sea z = f(x, y) =x* + y’. Este ejemplo, otro paraboloide de revolucién, es en esencia el
mismo que el ejemplo anterior, salvo que en el origen hay un minimo en lugar de un mdximo.

w
B e
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Andlisis Matemdtico IT Extremos de Campos Escalares

El aspecto de la superficie en las cercanias del origen se aprecia en la figura ¢) y algunas
curvas de nivel estdn dibujadas en la figura b)

"
4]
.",4,‘

) z=x'+y? b) Curvas denivel x* +y*=¢

Ejemplo: 3 Punto de ensilladura _

Sea z = f(x, y) = X? - 3xy’. Cerca del origen, esta superficie tiene el aspecto de un puerto
de montafia entre tres picos.

Estd representada en la figura d) y algunas curvas de nivel se ven en la figura e).

El punto de ensilladura estd en el origen.

d) z=x' -3xy? f) Curvas de nivel X* —3xy® =¢

* Definicion: 4

Un punto que sea mdximo relativo o mfnimo relativo de f se llama extremo de f.

5‘(/135‘,474 ’;‘.ﬁ.
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Condiciones necesaria y sufieciente para la existencia de
exiremos

1. Para campos escalares de dos variables

Condicién necesaria

Si f(x.y) tiene un extremo en un punto interiorP, (Xo:yo) Y es diferenciable en él,
todas las derivadas parciales de primer orden deben ser cero.
Es decir:

Vi(P,)=0

Grdficamente significa que hay un plano horizontal tangente a la superficie
z = f(x, y) en el punto R,.

Observacién

Las derivadas parciales pueden anularse en un determinado punto pero no ser dicho
punto un extremo. Por ejemplo: z = x* - y%. En (0;0) no hay extremo, el plano
tangente , (que existe pues la funcién es diferenciable) atraviesa la superficie de
modo que para algunos puntos de un entorno de (0.0) estd por debajo y para otros
por arriba. Se trata de un punto de ensilladura.

Enunciado y demostracion

Consideremos f: AR, conAcR®/z=f (x:y), siendo A abierto, é, (x0:yo) € A un
punto en el que existen las derivadas parciales de f .

Si f(P,) es un extremo local de f = Vf(P,) =0, es decir: f«(P,) = fy (B) = 0

Supongamos que f(F,) es un minimo local, es decir, por definicién :
35>0/ VX e E[P,8): f(X):f(P,)

Cortemos la superficie representativa de f con el plano x = x ¢. La interseccién es
z=9(y)

una curva sobre ese plano cuya ecuacién es de la forma {
= xo
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Andlisis Matemdtico IT Extremos de Campos Escalares

& . X =
El intervalo (y o- 3, y 0+3), sobre la recta { h ’ Za

estd incluido en E[P, 5], luego:

f(x0:y)2f(x:y),Vye(yo-3,yo+d)

Es decir:
()20 (yo).Vye(yo-3,yo+d)

%‘\:--

Por lo tanto o (y o) es un minimo relativo de
¢ (y) y debe cumplirse la condicién necesarig
para la existencia de extremos en funciones es-
calares: o' (yo) = f'y(P,) = 0.

De la misma forma, si se corta la superficie

con el planoy = yo , se obtiene una curva o ;.
- =¢(x) Xot 5, /
de ecuacion que presenta
Y=Yo x 5
un minimo relativo en ¢ (xo) y por lo tanto:¢' (xo) = f'x (R,) =0

Teorema

Si f: AoR, con A c R", siendo A abierto, P, € A, f admite derivada direccional en
P, y P, es extremo local de f = fp,;u)=0, V.

Demostracion)

Supongamos que P, es un mdximo local de f = f(p,) 2f{P, +hii)=f(p, +hi) f(P,)<0.

Dividiendo miembro a miembro por “h* escalar, el cual puede se positivo o negativo,
se obtiene:

*Siho = ﬂp”“:) B = i, ﬂp”“:’ fl)

<D (A)

& el =S f(Po+n:) fPa) Sy o _ f(Po+h:) Py @

Por hipétesis existe la derivada direccional en cualquier direccién por lo cual el

'x’.',;. o
4

limite (A) debe coincidir con el limite (8) = lim,_, f(PO +h':) ﬂp"’ =0.

— BY J1zs] 42
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Andlisis Matemdtico II

Extremos de

¢

En consecuencia: l,;ﬁ)=0. Vi
]
Y ﬁ hs FlQ)

El criterio a desarrollar para determinar la naturaleza del punto esTc'xcwnarlo. Pﬁsﬂ
campos escalares de 2 variables, es mediante el signo de la derivada segunda

£*(P,) y del hessiano en P,

Sea f un campo escalar de dos variables con derivadas parciales continuas hasta el
segundo orden, llamamos Hessiano de f en F, al determinante de la matriz hessiana
(matriz de derivadas segundas).

Dicho nombre se debe al matemdtico alemdn Ludwig Otto Hesse (1811-1874) y se
especifica a continuacion.

= o)== ) Tl v, ) )

0

Teorema

Consideremios f: AR, con A c R? abierto, y un punto F, € A.
Si se verifica que:

| i) f tiene derivadas parciales hasta el segundo orden continuas en un entorno deP,

i) Fx (B)=fy (R)=0

iii) las dt_»._rivadas segundas de f en P, no son simultdneamente nulas, suponemos ™
o R) = 0) %
Entonces: ;
a) Si H(P,)>0, entonces f(P,) es un extremo nl&iw y: r f
Si '« (P) <0 = f(x0.Yo) es un mdximo relativo. r :

Si f'« (P)>0 = f(xo0,Ys) €s un minimo relativo.
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Extremos de Campos Escalares

b) Si H(P,) < 0, entonces (xoYo f(Xo,Yo) ) es un punto de ensilladura.

c) Si H(P,) = 0 , no puede obtenerse ninguna conclusion por este método.

2. Para campos escalares de tres variables

Sea f:A = R*5R con derivadas parciales continuas en un entorno de P, tal que Pye A.
Condicién necesaria

Si f(P,) es un extremo relativo o local de f = Vi(P,)=0

Condicion suficiente

Se definen los siguientes hessianos:

fu f" "XX f“X! f“xz

H1 - f"xx H2 o= f"!x f“Xy H‘.‘i - f"yx f"w f“yz
xy Yy f" fn fu

X zy z

Si P, es un punto que cumple la condicién necesaria para la existencia de extremos

relativos y las derivadas segundas de f no son simultdneamente nulas en Py, entonces
si:

a) H,(P,)> 0 AH,(P,) >0 AH,(P,) > 0=f ( P,) es Minimo Relativo.

b) H,(P,) <0 AH,(P,) > 0 AH,(P,) <0=f ( B,) es Mdximo Relativo.

Pul 3 5

Scanned by CamScanner



Extremos Condiciongq

Andlisis Matemdtico IT

Exiremos Condicionades

« Introduccion

- - ‘ : it i stante.
Un problema cldsico, es hallar un poligono de drea mdxima, con perimetro con

Por ejemplo, hallar el rectdngulo de mayor drea, con perimefro 100 cm .
Para la resolucién del mismo y teniendo en cuenta la figura de andlisis se plantea

que:

Area del rectdngulo = A= x.y

y Perimetro del rectdngulo = P = 2x+2y=100

Se desea encontrar la medida de los lados que maximicen el drea considerando el
perimetro dado. Para lo cual puede hallarse una de las variables en funcién de la
otra de la funcién perimetro y reemplazarla en la funcidn drea. Luego buscar el o los
puntos criticos de la misma y clasificarlos. La solucidn serd el "x" e “y” que
maximicen dicha drea.

Como:
2x+2y =100
2x =100 = 2y
x=50-y ()
A=(50-y).y
Entonces: A =50y—y?

La funcién quedd despendiendo, en este caso, de la variable “y". Para hallar sus
puntos criticos debe derivarse e igualarse a cero, por lo visto en andlisis I.

A'(y)=50-=2y =0

50 =2y
25=y

Para clasificar dicho valor y constatar que es el que maximiza el drea se utiliza, por i;i’t
ejemplo, el criterio de la derivada segunda. . ¥
A’(y)= -2 >y =25 maximiza el drea. El respectivo valor de "x", por (1) es: x = 25, ,.i M
Es decir que el rectdngulo de mayor drea y perimetro 100 es aquel cuya base mide :
25 cm y altura 25 cm y viceversa. El valor de dicha drea es 625 cm? |
§i n-*.r‘-)}
Buksif 3 =
- =
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Andlisis Matemdtico TI Extremes Candicionados

Como puede observarse 2n el ejemplo hay una relacién entre des funciones. Una de
ellas la que se desea maximizar o minimizar (en el ejemplo expuesto el Area) y otra
que es la restriccidn o vinculo (2! Perimetro).

Sin embargo, en muches cases, las condiciones de vinculo no permiten despejar unas
variables en funcién de otfras. Por ello se busca un método que pueda utilizarse

También cuando las condiciones de vinculo solamentz definen funciones en forma
implicita.

En el ejemplo propuesto llamaremos F(x,y) a la funcién de des variables drea que se
desea maximizar y 6(x ,y)=0 a la condicién de vinculo perimetro.
O sea:

Fxy)=x.y

6(x,y) = 2x+2y-100=0

Esto significa que se desea hallar los extremos de una funcién F de dos variables
condicionadas o sujetas a la restriccién 6(x y)=0.

Con frecuencia los problemas de extremos condicionados son muy dificiles: no se
cenoce un método general para resolverlos.

Se utilizan métodos particulares, como el aplicado para el ejemplo expuesto, cuando
la funcién de vinculo tiene una estructura sencilla.

A continuacidn se expone el método conocido como:

Multiplicadores de Lagrange.

o Método de los multiplicadores de Lagrange (1736-1813)

1. Para campos escalares de dos variables

Sean F(xy) y 6 (x,y) dos campos escalares de dos variables con derivadas parciales
continuas, tales F(x,y) tiene un extremo relativo F(x..y,) cuando (xy) estd sujeto a la
restriccion 6(xy) = 0.

Si VG (x0,y0) * 0, entonces existe un nimero real X tal que:

VF(X0,Ye)=A.VG (Xg.Y,)

Definimos la funcién de Lagrange: L(x,y A) = F(x.y) + A 6(x.y), resuita que existeroeR/

VL(Xq, Y0, Ag) =0 6]

El nimero A se denomina multiplicador de Lagrange v la expresidn (2) 2s la denominada
Candicion Necesarica.

(8]
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Exctremos Condiciong

Andlisis Matemdtico I —

n extremo en (xo.Yo), entonces (Xa.Ya)

. . il = 0 fiene U
Si F(xy) sujeta a la restriccidn 6(xy)= 01 e remos se deben encontrar

debe ser- solucidn de (2. Por lo Tante para encontrar ;
. . aciones.
los valores de x e y que para algtn valor de  verifican faies ecu

, o i iccidn:
Note: El método puede utilizarse cuande F(xy) estd sujefaa mas deniRPEsiRee

en este caso la funcién de Lagrange es:

Lixy.AA) =Rxy)+AGXY) A G(XY)

Los puntos de la forma (xa,YoA0), obtenidos como solucién del sistema:

fL'x(x,y,A)=F',(x,y)+A.d,(x,y)=0

< Uy(xy,A)=Fy(xy)+A.GYy(xy)=0

L La(xy,A)=G(xy) =0

constituyen los posibles extremos de la funcién L(x,yA) y en consecuencia extremos
posibles de F(x,y) sujeta a &(x,y)}=0.

Una vez hallados debe comprobarse que son extremos mediante dos posibles métodos
o Condicidn Suficiente: :

a) Analizando el signo del d2L(x,,Yo A0)-

* Si d?L{Xe.Yoha) ) O, en (%o,Y5) hay un minimo condicionado.
* Si d?L(Xo,YoAa) { O, en (Xo,yo) hay un mdximo condicionado.

* Si d?L(x0.yoMo) = O, el criterio *no concluye”.
Se lo ancliza con un diferencial de orden superior.

O R e —

i0jo! '
Debe tenerse en cuenta que &(x,y)0 por lo cual Gi,(x, y).dx G y(xy)=0 al
momento de analizar el signo de "dx"y “dy".

g g

(V)
By o

B /i) E
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Extremos Condicionados

b) A‘nalizunc‘io el signo del Hessicne Orlado, es decir del defarminaﬁfe dela
matriz hessiana de la funcién de Lagrange.

H'(xy,A)=H(xy,A) =|

&L

&L
CXCy

oL

%y

Gl

y

en(xo,Yo,Ao)

* Si H* (x 0, Yo, X 0 ) >0, entonces F (x o, Yo) es Mdximo local de F sujetaa 6.

* Si H* (X0, Yo, 0) <0, entonces F (x o, Yo) es Minimo local de F sujetaa G.

* Si H* (x 0, YoM o) =0, entonces el criterio “no coﬁcluye".

2. Para campos escalares de tres variables

Condicion necesaria

Sean F(xyz) y 6 (xy.z) dos campos escalares de tres variables con derivadas
parciales continuas, tales F(x,y,z) tiene un extremo relativo F(xo,¥s.20) cuando (x.y,z)
estd sujeto a la restriccién o condicidn de vinculo &(xy,z) = 0.

La funcidn de Lagrange resulta:

Lixy.zA) = Flxy.z) + A6{xy.z)

La condicidn necesaria para que F(%4,¥0,24) €ON A, sea un extremo es que

VL(Xq,Yg,Z0.A0) =0
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Andiisis Matemadtico T

Condicicn suficiente

Para un campo escalar F: 4 R* - R, sujefoc la condicién &6(x.y,z) = 0.

Se definen los Hessianos Orlades:

H,(xY,ZA)=

’L

a*L

o

ox?  oxoy oxéz
L AL AL
oyox &y* oyoz
L L AL
zox dzy ozt
G « G, G,

G
G'y

z

0

HL(xy;A) =

_3_ZL_ oL G

ax: oxdy

8L @i .
—— G ¥

oyox oy

Gy Gy 0

*Si H,(Xe:¥0:Zoiho)(0 A Hy(Xq:¥eiAo)(0 entonces F (x o: Yo: Zo) es Minimo
local de F sujeto a 6. '

* Si H,(Xq:¥0iZaiAe)(0 A Hy(Xo:¥0:A,))0 entonces F (x o; Yo: Zo) es Mdximo
local de F sujeto a 6. '

*Si H,(xq:¥4:ZeiAs)) 0 entonces F no presenta un extremos en (X o: Yo; Zo).

* Si H,(X0:¥,:243A)=0 entonces no se puede concluir acerca del punto (x o yo:

Zo).

vl )9y
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