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(x, y, z) = (x0, y0, z0) + τ(ax, ay, az)

(1)X0̅̅ ̅ = (x0, y0, z0)  es un punto perteneciente a la recta 
(2)t es un escalar. 
(3)A̅ = (ax, ay, az) es el vector director de la recta.

{

x = x0 + τ ∗ ax
y = y0 + τ ∗ ay
z = z0 + τ ∗ az

 𝑡 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟.

x − x0
ax

=
y − y0
ay

=
z − z0
az
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Ax + By + Cz + D = 0

(1)A, B, C no simultaneamente nulas 
(2)n̅ = (nx, ny, nz) = (A, B, C)

{

x = x0 + τ .  ax + α .  bx
y = y0 + τ .  ay + α .  by
z = z0 + τ .  az  + α .  bz

(1)"𝜏" 𝑦 "𝛼" 𝑠𝑜𝑛 𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠

x

A
+
y

B
+
z

C
= 1

        (1)𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑠𝑒 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛 𝑎𝑏𝑠𝑐𝑖𝑠𝑎 𝑎𝑙 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑛, 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑙 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑛, 𝑐𝑜𝑡𝑎 𝑎𝑙 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑛 
        (2)𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑠𝑒𝑐𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛 𝑡𝑟𝑎𝑧𝑎𝑠
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(𝛼 𝑦 𝛽) 𝑟 ∈ 𝑅+

(𝛼 𝑦 𝛽)

(𝛼 𝑦 𝛽)

(x − α)2 + (y − β)2 = r2

{
x = h + r cos (θ)
y = k + r sen(θ)

 para 0 ≤ θ ≤ 2π

           
(x−h)2

a2
+
(y−k)2

b2
= 1

{
x = h + a cos (θ)
y = k + b sen(θ)

 para 0 ≤ θ ≤ 2π
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y2 = 2px

{
x = t
y = t2  para ∀t

(x−h)2

a2
−
(y−k)2

b2
= 1

{
x = h + a sec (θ)
y = k + b tg(θ)

 para θ ∈ (−
π

2
;
π

2
) ∪ (

π

2
;
3π

2
)
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{𝑥1; 𝑥2; … . . ; 𝑥𝑛}

𝑎11𝑥1 + 𝑎122 + 𝑎13𝑥3+. . …… . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛    = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3+. . …… . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛  = 𝑏2

𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3+. . …… . . +𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3

{𝑥1; 𝑥2; … . . ; 𝑥𝑛}

3𝑥1 + 4𝑥2 + 7𝑥3 + 𝑥4 = 2 
𝑥1 + 6𝑥2 + 2𝑥3 + 3𝑥4 = 0
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{
3x + y = 22
4x − 3y = −1

y = 22 − 3x

4x − 66 + 9x = −1 
13x = 65 
x = 5

y = 7

{
3x + y = 22
4x − 3y = −1

{

y = 22 − 3x

y =
−1 − 4x

−3

 

22 − 3x =
−1 − 4x

−3
 

−66 + 9x = −1 − 4x 

x =
65

13
=> 𝑥 = 5

y = 7

{
2x + 3y = 5
5x + 6y = 4

{
−4x − 6y = −10
5x + 6y = 4

−4x − 6y + 5x + 6y = −6 
−4x + 5x = −6 
             x = −6

y =
17

3
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𝑦′ + 2𝑦 − 1

(𝑦′′)2 = 12𝑦′

𝑦′′′ = 0
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f1(x) g1(y)dx + f2(x) g2(y)dy = 0    donde  y = f(x)

y′ =
f1(x) g1(y)

−f2(x) g2(y)

P =

(x, y) buscando la constante denominada en este caso "C"

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦
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xy′′ − 2y′ = 0.Halle la S. P  /  y(1) = 3 = y′(1) = 3

𝐰 = 𝐲′

w = y′entonces w′ = y′′

xw′ = 2w 

xdw

dx
= 2w

∫
dw

w
= ∫

2

x
dx

w = kx2 

w = y′

y′ = kx2

dy

dx
= kx2

∫dy = ∫kx2dx

y =
kx3

3
+ c
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y(1) = y′(1) = 3

y =
kx3

3
+ c 

3 =
k

3
+ c 

f ′(1) = 3 ∴ k = 3

3 =
3

3
+ c => 𝑐 = 2 

y = x3 + 2
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 y′por −
1

y′

 

x2 + y2 = r2

 x + yy′ = 0

 x + y (−
1

y′
) =

0

 y = ax
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 y = ax

   x2 + y2 = r2

y′ + y P(x) = Q(x)

Q(x) = 0

y′ + y P(x) = 0

y = u v

𝑦 = 𝑦(𝑥)

𝑢 = 𝑢(𝑥)

𝑣 = 𝑣(𝑥)

𝑦 = 𝑢 𝑣

𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢 𝑣′

𝑥 − 𝑦 − 𝑥3 = 0

(x ≠ 0)

y′ − y
1

x
= x2

y = u v ∴ y′ = u′v + u v′ =>

u′v + u [v′ −
v

x
] = x2
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v′ −
v

x
v′ −

v

x
= 0   E. D variables separables.

v = x

u′v + u [v′ −
v

x
] = x2 =>

u′x = x2 E. D variables separadas.

u =
x2

2
+ C

y(x) = u(x)v(x)

y = u v

y(x) = (
x2

2
+ c) x
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f(x, y) = x2 + 4y2

f(x, y) = x2 + 4y2

   x2 + 4y2 = f 
2x + 8yy′ = 0

"y′" −
1

y′

2x + 8y (−
1

y′
) = 0

2x − 8y (
dx

dy
)  = 0

2x = 8y (
dx

dy
)

2xdy = 8ydx

dy

8y
=
dx

2x

∫
dy

y
= 4∫

dx

x

ln|y| = 4 ln|x| + ln|k|

ln|y| = ln|x4k|

|y| = x4k

y = x4H

f(1) = 2

H = 2

y = 2x4
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v(t) = Vr(t) + Vc(t)

Vr(t) = R I(t)

v(t) = R I(t) + Vc(t)

i(t) = C
dVc(t)

dt
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v(t) = R C
dVc(t)

dt
+ Vc(t)

V = R C
dVc(t)

dt
+ Vc(t)

V

RC
=
dVc(t)

dt
+
1

RC
Vc(t)

dVc(t)

dt
=
V

RC
−
1

RC
Vc(t)

dVc(t)

dt
=
1

RC
[V − Vc(t)]

dVc(t)

V − Vc(t)
=
1

RC
dt

 [V − Vc(t)] = −dVc(t)

d[V − Vc(t)]

V − Vc(t)
= −

1

RC
dt

∫
d[V − Vc(t)]

V − Vc(t)
= ∫−

1

RC
dt

ln[V − Vc(t)] = −
1

RC
t + ln (k)

V − Vc(t) = K e−
t
RC
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Vc(t) = V − K e−
t
RC

(t = 0) V(0) = Vo

Vo = V − K e−
0
RC

K = V − Vo

Vc(t) = V − [(V − Vo)e−
t
RC ]
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AxB = {(a, b)/a ∈ A y b ∈ B}

A ∈ Rn r > 0

E((A, R)) ≜ {X ∈  RN/||X − A||| < 𝑅}

A ∈  Rn

E(a, r)

S ∁ Rn A ∈  Rn

 ∃E(A) ∁ S

 ∃E(A)

 ∀E(a)

- 
- 
- 
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 S ∁ Rn

 S ∁ Rn

 S ∁ Rn

 S ∁ Rn

 S ∁ Rn A, B, C ∈ S

AB̅̅ ̅̅  ∁ S

 S ∁ Rn ∀ A, B, C ∈ S
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f: DcRn → R/ n ≥ 2
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f: DcR2 → R/ n ≥ 2

f: DcR2 → R/f(x, y) =
√xy

x2 + y2 − 9

R2

Dom f = {(x, y) ∈ R2/∃ Z ∈ R ⋀ z = f(x, y)

Dom f = {(x, y) ∈ R2/xy ≥ 0 ⋀ x^2 + y2 ≠ 9}
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z = f(x, y)

z = 9 − x2 − y2

f: DcR2 → R

X ∈ D f(X) = k

L(k) = {(x, y) ∈ Df/f(x, y) = K} k ∈ IF



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

33 | P a g e                                                                                                               
 

L(k)cDf

𝑓(𝑥, 𝑦) = 9 − 𝑥2 − 𝑦2

5 = 9 − 𝑥2 − 𝑦2 
𝑥2 + 𝑦2 = 4
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f: DcR → Rn/ n ≥ 2
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f: DcR → Rn/n ≥ 2 n = 2 f: DcR → R2/f(t) =

(2 cos(t) , 2sen(t))

{
x = 2 cos (t)
y = 2 sen (t)

A: f (
π

4
) = (√2;√2)
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{
z = 9 − x2 − y2

z = 1 + x2 + y2

 

 

 

C: {
x2 + y2 = 9 − z

x2 + y2 = z − 1
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9 − z = z − 1
z = 5

C: {x
2 + y2 = 4
z = 5

C∗ = {
x = 2 cos (t)

y = 2sen(t)
z = 0

  con 0 ≤ t ≤ 2π

C = {
x = 2 cos (t)

y = 2 sen (t)

z = 5

   con 0 ≤ t ≤ 2π
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{
x2 + y2 + z2 = 4

x2 + y2 = 2y
   Primer octante.

 

 

 

x2 +

y2 = 2y
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x2 + y2 = 2y 
x2 + y2 − 2y = 0

x2 + y2 − 2y + 1 − 1 = 0 
x2 + (y − 1)2 = 1

C∗ = {x
2 + (y − 1)2 = 1

z = 0

{
x = cos  (t)

y = sen (t) + 1
z = 0

[0,2π]

{
0 = cos(t0)

0 = sen(t0) + 1
0 = 0

   ∴ t0 =
−π

2

{
0 = cos (t1)

2 = sen(t1) + 1
0 = 0

  ∴  t1 =
π

2

−
π

2
≤ t ≤

π

2
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S1: x2 + y2 + z2 = 4

z = √4 − x2 − y2

z = √2 − 2 sen(t)

{

x = cos (t)

y = sen(t) + 1

z = √2 − 2 sen(t)

  con −
π

2
≤ t ≤

π

2
 

 

 
Un lugar donde podemos encontrar un sistema de ecuaciones que parametricen 
una curva es en física I es cuando estudiamos los movimientos: MRU 
(movimiento rectilíneo uniforme) y MRUV (movimiento rectilíneo uniformemente 
acelerado) siendo las ecuaciones que caracterizan a este último movimiento: 
 

{
X(t) = Xo + V(t) t +

1

2
 𝑎 𝑡2

V(t) = Vo + a t
a = cte

  

 
Siendo: 

- Vo: La velocidad inicial de la partícula que desarrolle el movimiento. 
- X0: La posición inicial de la partícula que desarrolle el movimiento. 
- a: La aceleración de la partícula que desarrolle el movimiento. 
- t: El tiempo mediante el cual se desarrolla el movimiento. 

 
Se puede notar en estas expresiones que las tres se encuentran vinculadas a 
través del tiempo. 
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f: DcRn → R/ n ≥ 2
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f: DcRN → Rm,

f(x)
x→A
→  L       o bien      lim

x→A
f(x) = L

∀E(L), ∃E∗(A)/∀x ∈  E∗(A) ∩ D => 𝑓(x) ∈ E(L)

 

 lim
x→A

K = K, K constante

 lim
x→A
f(x)g(x) = 0 f(x) → 0       g(x)

 lim
x→A
 K f(x) = K lim

x→A
 f(x) = K Lf

 lim
x→A
 [ f(x) + g(x)] Lf + Lg

Lg ≠ 0

f̅ = (f1, f2, … , fn) ∃lim
x→A
 f(̅x) = L̅ <=> ∃lim

x→A
 fi̅(x) = Li i = 1,2, … , n

L̅ = (L1, L2, … , Ln)

f(u) = (
sen(u)

u
,
eu−1

u
, u + 3) u → 0

lim
u→0

(
sen(u)

u
,
eu − 1

u
, u + 3) = (1,1,3)
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f(x) =
x2

x2 + y2
    y    f(x) =

y2

x2 + y2

R2

f: DcR2 → R/f(x, y) = {
x sen (

1

x
)  si y ≠ 0

cos(xy)    si y = 0
∃ lim
X→0

f(x, y)

(x, y) ∈ R2/y ≠ 0: f(x, y) = x sen (
1

y
)

(x, y) ∈ R2/y = 0: f(x, y) = cos (xy)

(x, y)/y = 0

lim
X→0

cos(xy) = 1

(x, y)/y ≠ 0

lim
X→0

x sen (
1

y
) = 0
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∄ lim
X→0

f(x, y)

z = f(x, y) A = (X0, Y0)

 (1) lim
X→X0

[ lim
Y→Y0

f(x, y)]    y    (2) lim
Y→Y0

[ lim
X→X0

f(x, y)]  

 

 

lim
X→0

=
𝑌−𝑋

𝑌+𝑋

{
 
 

 
 limX→0

[lim
Y→0

𝑌−𝑋

𝑌+𝑋
] = lim

X→0
(−1) = −1

lim
Y→0

[lim
X→0

𝑌−𝑋

𝑌+𝑋
] = lim

Y→0
1 =           1

=> ∄lim
X→0
f(x, y)
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f: DcRN → Rm A ∈ D,

∗  ∃ lim
X̅→A̅

f(X̅) 

∗ L = f(A̅)

 

 

 

 
f(x)

g(x)
 g(x) ≠ 0

 k f(x) k = constante

𝑓: 𝐷𝑐𝑅𝑛 → 𝑅 𝑋0 𝑓

𝑋0

 ∃𝑓(𝑋0)

 ∃ lim
X→ 𝑋0

f( 𝑋0)

 𝑓(𝑋0) = lim
X→ 𝑋0

f( 𝑋0)
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f̅ = (f1, f2, … , fn), f̅ fn̅
i = 1,2, … , n

Rn Rm Rp

g f

h = fog  

h = fog  

1. y − y0 = m(x − x0)

2. y − y0 = a(x − x0)
2

3. y − y0 = a(x − x0)
3

4. x − x0 = a(y − y0)

5. x − x0 = a(y − y0)
2

6. y = ax2 + bx

7. x = ay2 + by
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∄lim
X→ 𝑋0

f( 𝑋0)

(𝑥, 𝑦) = (2,0)

f: DcR2 → R/f(x, y) = {

(x − 2)y

(x − 2)2 + y2
  si (x − 2)y ≠ 0

0                           si (x − 2)y = 0

(x, y)/(x − 2) y = 0

lim
X→(2,0)

0 = 0

(x, y)/(x − 2) y ≠ 0

lim
X→(2,0)

(x − 2)y

(x − 2)2 + y2
 (
→ ∞

→ ∞
)

y = m(x − 2)

lr = lim
x→2

(x − 2)m(x − 2)

(x − 2)2 +m2(x − 2)2

= lim
x→2

(x − 2)2m

(x − 2)2(1 + m2)

lim
x→2

m

1+m2

m

1+m2
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∄ lim
X→(2,0)

f(x, y)

f(x, y) = {
x7

x+y
  si x + y ≠ 0

0        si x + y = 0
lim
x̅→0̅
f(x, y)

lim
x̅→0̅
f(x, y) = 0

≠

lim
x̅→0̅
f(x, y) =

x7

x + y
  

x7

x + y
= 1

Ax7 = x + y

y = Ax7 − x
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lim
x→0

x7

x − x + ax7
=
1

a

∄lim
x̅→0̅

f(x, y)
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f: DcRN t0

f ′(t0) = lim
h→0

f(t0 + h) − f(t0)

h

t0) t0

f̅ = (f1, f2, . . , fn) ∃f′̅(t0) <=> ∃f
′
i(t0), i = 1…n f′(t0) =

(f ′1(t0),… , f
′
n(t0))

f(t0 + h) = (f1(t0 + h),… , fN(t0 + h))

                                                  −

f(t0) = (f1(t0),… , fN(t0))

f(t0 + h) − f(t0) = (f1(t0 + h) − f1(t0),… , fN(t0 + h) − fN(t0))

lim
h→0

f(̅t0 + h) − f(̅t0)

h
= lim
h→0

(
f1̅(t0 + h) − f1̅(t0)

h
, … ,

fN̅(t0 + h) − fN̅(t0)

h
)

∃f ′(t0) <=> ∃  lim
h→0

fi(t0 + h) − fi(t0)

h
con i = 1…n
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DcRn X0 = (a1, a2, … . , an)

ŭ = (u1, u2, … . , un) Rn

X0 ŭ

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f(X0 + hŭ)− f(X0)

h
 

ŭ

ŭ = (a, b)                     a2 + b2 = 1

f: DcR2 → R/z = f(x, y) P0 = (x0, y0)

x0, y0)

f ′x(a, b) = lim
h→0

f(x0 + ha; y0) − f(X0)

h

f ′y(a, b) = lim
h→0

f(x0; y0 + hb) − f(X0)

h
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𝑓: 𝐷𝑐𝑅2 → 𝑅

∇𝑓(𝑋0) = (𝑓
′𝑥(𝑋0); 𝑓

′𝑦(𝑋0))

𝑓: 𝐷𝑐𝑅3 → 𝑅

∇𝑓(𝑋0) = (𝑓
′𝑥(𝑋0); 𝑓

′𝑦(𝑋0); 𝑓
′𝑧(𝑋0))

 𝑓:𝐷𝑐𝑅2 → 𝑅

𝑋0

 𝑓:𝐷𝑐𝑅3 → 𝑅

𝑋0
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f ′(X0, v̆) k ∈ R, k ≠ 0

f ′(X0, kv̆) = kf
′(X0, v̆)

f ′(X0, kv̆) = lim
h→0

f(X0 + kv̆) − f(X0)

h

f ′(X0, kv̆) = k lim
h→0

f(X0 + kv̆) − f(X0)

kh

h2 = kh h → 0 h2 → 0

f ′(X0, kv̆) = k lim
h2→0

f(X0, +v̆) − f(X0)

h2

f ′(X0, kv̆) = k f
′(X0, v̆)

1. f ′(X0, −v̆) = −f
′(X0, v̆) 

2. f ′(X0, v̆) = ‖v‖f
′(X0, v̆)  donde v̆ =

v⃗ 

‖v‖
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f(x, y) = {

(x−3)y

(x−3)2+y2
  si x ≠ 3

sen(x − 3 + y)        si x = 3

X0̅̅ ̅ = (3,0)   ŭ = (a, b)   a
2 + b2 = 1

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f(X0+hŭ)−f(X0)

h

 f(X0) = 0̅

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f((3,0)+h(a,b))

h

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f(3 + ha; hb)

h

≠

x = 3 ∴ 3 + ha = 3 => ℎ𝑎 = 0 a = 0

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

sen(hb)

h
= lim
h→0

sen(hb)b

bh
= b
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≠

x ≠ 3

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

(3 + ha − 3)(hb)
(3 + ha − 3)2 + (hb)2

h
= lim
h→0

1

h

hahb

h2a2 + h2b2
  

lim
h→0

1

h

h2ab

h2(a2 + b2)
=
ab

h
  

f ′(X0, ŭ) = {
b   si a = 0
0 si b = 0
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f: DcRn → R/ n ≥ 2
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f: DcR2 → R X0̅̅ ̅

f(x0 + h; y0 + k) − f(x0; y0) ≅ F
′
x (X0̅̅ ̅̅̅)h + F

′
y (X0̅̅ ̅̅̅)k + ϵ(h, k)√h

2 + k2

lim
(h,k)→(0,0)

ϵ(h, k) = 0

f(X0̅̅ ̅ + v̅) − f(X0̅̅ ̅) = ∇̅f( X0̅̅ ̅)v̅+∈ (v̅)||v̅||

lim
v̅→0̅
(∈ (v̅)) = 0

𝑋0 𝑋0

 X0̅̅ ̅ => X0̅̅ ̅

 X0̅̅ ̅ => X0̅̅ ̅ ∀ŭ

 X0̅̅ ̅ => X0̅̅ ̅

 ∃ŭ ∄f ′ => X0̅̅ ̅

 X0̅̅ ̅ => f
′(X0̅̅ ̅, ŭ) = ∇̅f(X0̅̅ ̅)ŭ∀u̅

 f ′(X0̅̅ ̅, ŭ) = ∇̅f(X0̅̅ ̅)ŭ =>

X0̅̅ ̅

 X0̅̅ ̅ => f′max ( X0̅̅ ̅) = ||∇̅f(X0̅̅ ̅)||

ŭ =
∇̅f(X0̅̅̅̅ )

||∇̅f(X0̅̅̅̅ )||

 X0̅̅ ̅ => f′min ( X0̅̅ ̅) = −||∇̅f(X0̅̅ ̅)||

ŭ = −
∇̅f(X0̅̅̅̅ )

||∇̅f(X0̅̅̅̅ )||
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 X0̅̅ ̅ => f
′(X0̅̅ ̅, ŭ) = 0 

∇̅f(X0̅̅ ̅) ≠ 0̅)

 ŭ" 

 ŭ"

 

 f ∈ C1 X0̅̅ ̅ X0̅̅ ̅

 f ∈ C1)

 X0̅̅ ̅ x0; y0)

(x0, y0, z0)

 plano tangente: Z = Z0 + F
′
x(x0, y0)(x − x0) + F

′
y(x0, y0)(y − y0)

    recta normal: X̅ = X0̅̅ ̅ + tv̅  con t ∈ R y X0̅̅ ̅ = (x0, y0, z0)

 

(x0, y0, z0)

Z0 + F
′
x(x0, y0)(x − x0) + F

′
y(x0, y0)(y − y0) 𝑧0 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

X0̅̅ ̅ => ∆𝑓 ≅ 𝑑𝑓

    𝑓(𝑥0 + ℎ; 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0; 𝑦0) ≅ F
′
x(x0, y0)h + F

′
y(x0, y0)k h y k ∈ R



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

60 | P a g e                                                                                                               
 

f: DcRn → R X0̅̅ ̅ X0̅̅ ̅.

X0̅̅ ̅ X0̅̅ ̅

f(X0̅̅ ̅ + v̅) − f(X0̅̅ ̅) = ∇̅f( X0̅̅ ̅)v̅+∈ (v̅)||v̅|| lim
v̅→0̅
(∈ (v̅)) = 0

v̅ ∴ f(X0̅̅ ̅ + v̅) = f(X0̅̅ ̅) + ∇̅f( X0̅̅ ̅)v̅+∈ (v̅)||v̅||

v̅ → 0̅

 X0̅̅ ̅ ∈ Df f( X0̅̅ ̅) lim
v̅→0̅
f( X0̅) = f( X0̅)

 ∇̅f( X0̅) X0̅̅ ̅

v̅ lim
v̅→0̅
(∇̅f( X0̅) v̅) = 0

 lim
v̅→0̅
(∈ (v̅)||v̅||) = 0 ∈→ 0

lim
v̅→0̅
(||v̅||) = 0

lim
v̅→0̅

f(X0̅̅ ̅ + v̅) = f(X0̅̅ ̅) => f X0̅̅ ̅
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f: DcRn → R X0̅̅ ̅

X0̅̅ ̅ respecto de toda dirección.

X0̅̅ ̅ X0̅̅ ̅

f(X0̅̅ ̅ + v̅) − f(X0̅̅ ̅) = ∇̅f( X0̅̅ ̅)v̅+∈ (v̅)||v̅|| lim
v̅→0̅
(∈ (v̅)) = 0

v̅ ∴ f(X0̅̅ ̅ + v̅) = f(X0̅̅ ̅) + ∇̅f( X0̅̅ ̅)v̅+∈ (v̅)||v̅||

v̅ =

hŭ

X0̅̅ ̅ ŭ

f(X0̅̅ ̅ + hŭ) − f(X0̅̅ ̅) = ∇̅f( X0̅̅ ̅)hŭ+∈ (hŭ)||hŭ||

f(X0̅̅ ̅ + hŭ) − f(X0̅̅ ̅)

h
= ∇̅f( X0̅̅ ̅)ŭ+∈ (hŭ)

|h|

h
 pues ||ŭ|| = 1

h̅ → 0̅

𝑋0

∇̅f( X0̅̅ ̅) X0̅̅ ̅

lim
h→0
(∇̅̅ ̅f( X0̅̅ ̅)ŭ ) = k ∈ R

lim
h→0

∈ (hŭ)
|h|

h
= 0

∴  lim
h→0

f(X0̅̅ ̅ + hŭ) − f(X0̅̅ ̅)

h
= ∇̅f( X0̅̅ ̅)ŭ

f′(X0̅̅ ̅ + hŭ)/ f(X0̅̅ ̅ + hŭ) = ∇̅f( X0̅̅ ̅)ŭ
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(x0, y0) z =

f(x, y) 0 = f(x, y) − z

f(x, y) − z = 0

F: DcR3 → R F(x, y, z) = f(x, y) − z

∇f(x̅) = (F′x, F′y, F′z) => ∇f(x̅) = (f ′x(x0, y0), f
′
y(x0, y0), −1) = n⃗ 

α: f ′x(x0, y0)x + f
′
y(x0, y0)y − z + D = 0

x0, y0, z0

α: f ′x(x0, y0)x0 + f
′
y(x0, y0)y0 − z0 + D = 0 

D = z0 − f
′
x(x0, y0)x0 − f

′
y(x0, y0)y0

α: f ′x(x0, y0)x + f
′
y(x0, y0)y − z + {z0 − f

′
x(x0, y0)x0 − f

′
y(x0, y0)y0} = 0
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f: DcR2 → R3
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f:̅ DcR2 → R3 f(̅u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

{
0 ≤ v ≤ 2π
u ≥ 0

R3

T0̅̅̅ ∈ S f̅ u0, v0) ∈ D

T0̅̅̅ ∈ S

f:̅ DcR2 → R3 f ̅ f(̅u, v) = (x(u, v); y(u, v); z(u, v))

p0 ∈ S p0 = f(̅u0; v0)

p0 ∈ S

f̅

f̅ A̅ = (u0; v0)

f′u̅̅ ̅(u0; v0) f′v̅̅ ̅(u0; v0) ≠ 0̅
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g̅: DcRn → Rn/g̅(X) = (g1(X); g2(X);… . )

Dg̅ =

(

 
 
 

g′
1x
(X) g′

1y
(X) … g′

1n
(X)

g′
2x
(X) g′

2y
(X) … g′

2n
(X)

… … … …
… … … …

g′
nx
(X) g′

ny
(X) … g′

nn
(X))
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f: DcRn → R/ n ≥ 2
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z = f(x, y)

g1 y  g2
x = g1(u, v) y = g2(u, v)

h = f(g1(u, v) g2(u, v))

g̅: DcRn → Rm  g̅ diferenciable en A  ∈ D 

f: DcRm → R    f diferenciable en g
(A)

 

h = F g̅ A

Dh(A ) = Df (g
(A)
)  Dg

(A)
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g: DcR2 → R2/g(x; y) = (u, v) f: DcR2 → R/f(u, v) = 2u + 3v

{
u = x2 + y3 

v = 3x2 − y

z = h(x, y)

{
x0 = 1
y0 = 2

  ∴ {
u0 = 9
v0 = 1

u′x = 2x  ∴  u′x(1,2) = 2    

u′y = 3y2 ∴ u′y(1,2)  = 12

v′x = 6x   ∴ v′x(1,2)  = 6 

v′y = −1  ∴ v′y(1,2)  = −1

f ′u = 2     ∴  f ′u(9,1)    = 2   

f ′v = 3      ∴ f ′v(9,1)  = 3

      h′x(x, y) = f ′u u′x + f ′v v′x 
      h′y(x, y) = f ′u u′y + f ′v v′y

h′x(1,2) = f ′u(9,1)u′x(1,2) + f ′v(9,1)u′x(1,2) 
h′x(1,2) = f ′u(9,1)u′y(1,2) + f ′v(9,1)v′y(1,2) 

h′x(1,2) = 2(2) + 3(6) = 22 

h′y(1,2) = 2(12) + 3(−1) = 21
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g: DcR2 → R2/g(x; y) = (u, v) f: DcR2 → R/f(u, v) = 2u + 3v

{
u = x2 + y3 

v = 3x2 − y

z = h(x, y)

Dh(A ) = Df (g
(A)
)  Dg

(A)

Dh(1,2) = Df (g(1,2))  Dg(1,2)

g(1,2) = (9,1)

Dh(1,2) = Df(9,1) Dg(1,2)

(h′x h′y) = (f′u f′v) (
g′1x g′1y

g′2x g′2y
)

(h′x h′y) = (2 3) (
2x 3y2

6x −1
)
(1,2)

(h′x h′y) = (2 3) (
2 12
6 −1

) 

(h′x h′y) = (22,21)
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F(x, y, z) = 0
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f(x1, x2, … , xn, y) = 0

y =  f(x1, x2, … , xn) (x1, x2, … , xn) ∈ DcR
n

F(x1, x2, … , xn, f(x1), f(x2),… , f(xn)) = 0 ∀(x1, x2, … , xn) ∈ D

y =  f(x1, x2, … , xn)

F: DcR3 → R F ∈ C1  F(A̅) = 0 y F′z(A̅) ≠ 0 => la funcion de ecuación:

F(x, y, z) = 0  define de forma implicita a la ecuación z = f(x, y)

f ′x = −
F′x(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

f ′y = −
F′y(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

xy + yz + ex−3 − ln(z) − 17 = 0 f(3,01; 3,98)

F(x, y, z) = 0

𝑃 = (3,4, 𝑧0) ∴ 𝑃 = (3,4,1)
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𝐹:𝐷𝑐𝑅3 → 𝑅/𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = xy + yz + ex−3 − ln(z) − 17

∇𝑓(3,4,1) = (5,4,3)

f ′x = −
F′x(3,4,1)

F′z(3,4,1)
= −

5

3

f ′y = −
F′y(3,4,1)

F′z(3,4,1)
= −

4

3

∇f(3,4) = (−
5

3
;−
4

3
)

f(3,01; 3,98)

f(x0 + ∆x; y0 + ∆y) ≅ F(X0) + f
′x(X0)∆x + f

′y(X0)∆y

f(3,01; 3,98) ≅ 1 −
5

3
 0,01 −

4

3
(−0.02)

f(3,01; 3,98) ≅ 1,01

z = f(x, y) xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2 = 0

f(0,98; 0,03)
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xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2 = 0

F: R3 → R/F(x, y, z) = xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2

f(x0 + ∆x; y0 + ∆y) ≅ F(X0) + f
′x(X0)∆x + f

′y(X0)∆y

X = 1 − 0,02 ;   Y = 0 + 0,03
∆X = −0,02 ; ∆Y = 0,03

f(0,98; 0,03) ≅ F(1,0) + f ′x(1,0)(−0,02) + f ′y(1,0)(0,03)

f ′x = −
F′x(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

f ′y = −
F′y(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

𝑧0 = 2

∇̅𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑧 +
1

𝑧+𝑥−2
; 𝑧3; 𝑥 + 3𝑧2𝑦 +

1

𝑧+𝑥−2
)

 ∇̅𝐹(1,0,2) = (3,8,2)

f ′x = −
F′x(1,0,2)

F′z(1,0,2)
= −

3

2

f ′y = −
F′y(1,0,2)

F′z(1,0,2)
= −4



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

74 | P a g e                                                                                                               
 

∇f(1,0) = (−
3

2
;−4)

f(0,98; 0,03) ≅ 2 + (−
5

3
) (−0,02) + (−4)(0,03)

f(0,98; 0,03) ≅ 1,91

F(x, y) = 0 A̅ = (X0, Y0)

 f(A̅) = 0

 ∇̅f(A̅) E(A̅)

 ∇̅f(A̅) ≠ 0̅

F(x, y) = 0

A̅ = (X0, Y0) A̅

F(x, y, z) = 0 A̅ = (X0, Y0, Z0)

 f(A̅) = 0

 ∇̅f(A̅) E(A̅)

 ∇̅f(A̅) ≠ 0̅

F(x, y, z) = 0

A̅ = (X0, Y0, Z0) A̅
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f: DcRn → R/ n ≥ 2

 

 

 f: DcR2 → R
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f: DcRn → R, A ∈ D f(A) f(A) ≥ f(X)∀X ∈

E′(A)

f: DcRn → R, A ∈ D f(A) f(A) ≤ f(X)∀X ∈

E′(A)

f: DcRn → R, A ∈ D f(A) f(A) ≥

f(X)∀X ∈ D

f: DcRn → R, A ∈ D f(A) f(A) ≤

f(X)∀X ∈ D

X0̅̅ ̅ = (x0, y0, z0)

X0̅̅ ̅ = (x0, y0, z0)

A = {(x, y, z)/G(x, y, z) = 0} λ0/(x0, y0, z0, λ0)

L(x, y, z, λ) = F(x, y, z) + λG(x, y, z)

H⃗⃗ (x, y, λ) = |

Lxx
′′ Lxy

′′ Gx
′′

Lyx
′′ Lyy

′′ GY
′′

Gx
′′ GY

′′ 0

| = {
> 0 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜
< 0 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜

= 0 el criterio no informa
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F: DCR2 → R

X0 ∇f(X0) = 0

H(X0) = |
f′′xx(X0) f′′xy(X0)

f′′yx(X0) f′′yy(X0)
| > 0 => 𝑓(x0, y0) es extremo relativo.

f′′xx(X0) > 0 =>  f(x0, y0)

f′′xx(X0) < 0 =>  f(x0, y0)

H(X0) = |
f′′xx(X0) f′′xy(X0)

f′′yx(X0) f′′yy(X0)
| < 0

(x0, y0, z0) z0 = f(x0, y0)

H(X0) = |
f′′xx(X0) f′′xy(X0)

f′′yx(X0) f′′yy(X0)
| = 0
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f: DcRn → R
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f(x, y)

 f(X̅ + H̅) = f(X̅) + L(H̅) + ||H̅||  μ(H̅)    

df(X̅ + H̅) = f ′x(x, y)h + f
′
y(x, y)k = φ(x,y) H̅ = (h, k)constante

φ(x,y)

dφ(x,y) = d(df) = d
2f

dφ(X̅+H̅) = φ
′
x(x,y)

h + φ′
y(x,y)

k

d2f(X̅ + H̅) = [f ′′xx(x,y)h + f
′′
yx(x,y)k]h + [f

′′
xy(x,y)h + f

′′
yy(x,y)k]k

[f ′′xx(x,y)h + f
′′
yx(x,y)k] = φ′x(x,y)

[f ′′xy(x,y)h + f
′′
yy(x,y)k] = φ′y(x,y)

f ∈ c2, f ′′xy = f
′′
yx

d2f(X̅ + H̅) = f ′′xx(X̅)h
2 + 2f ′′xy(X̅) h k + f

′′
yy(X̅)k

2 X̅ = (x, y)

d2f(X̅ + H̅) = [
∂

∂x
h +

∂

∂y
k]
f(X̅)

 (2)

  

f(x1, x2, … , xn) A̅ =

(a1, a2, … , an) f ∈ CK(E(A̅)), 

A̅

H̅ = (h1, h2, … , hn):

dif(A̅ + H̅) = [
∂

∂x1
h +⋯+

∂

∂xn
hn]

f(A̅)

 (i)

 con i = 1,2, … , K
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f: DcRn → R f ∈ C1(E(A̅)), (A̅ + H̅) ∈ E(A̅)

f(A̅ + H̅) = f(A̅) + [∑
dif(A̅, H̅)

i!

k

i=1

] + T

f(A̅ + H̅) ≅ f(A̅) +∑
dif(A̅, H̅)

i!

k

i=1

A̅ + H̅ = X̅  ∈ E(A̅)

X̅ = A̅ + H̅ => H̅ = X̅ − A̅

f(x̅) = f(A̅) +∑
dif(A̅, X̅ − A̅)

i!

k

i=1

 CON X̅ ∈ E(A̅) 

X̅ − A̅
(X1, X2, … , Xn)− (A1, A2, … , An)

X̅ − A̅ = (X1 − A1, X2 − A2, … , Xn − An)

dif(A̅, X̅ − A̅) = [
∂

∂x1
(X1 − A1) + ⋯+

∂

∂xn
(Xn − An)]

f(A̅)

 (i)

f ∈ Ck+1E(A̅)

T =
dk+1f(B̅, X̅ − A̅)

(K+ 1)!
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f(A̅ + H̅) ≅ f(A̅) +∑
dif(A̅, H̅)

i!

k

i=1

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2 
(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
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f(X̅) Pk(A̅) X̅ ∈ E(A̅)

f(A̅) = Pk(A̅)

A̅ Pk

f(x, y) = 1 + 4x − 4 − y + 2 + 7x2 − 14x + 7 − 4xy + 4y + 8x − 8 +
1

2
y2 − 2y + 2

f(x, y) ≅ −2x + y + 7x2 +
1

2
y2 − 4xy, (x, y) ∈ E(A̅)

P2(x, y)

 A̅ = (1,2)

f(A̅) = P2(A̅) = −2 + 2 + 7 +
1

2
22 − 8 = 1

f ′x(A̅) = P
′
2x
(A̅) = [−2 + 14x − 4y] = 4

f ′′xx(A̅) = P
′′
2xx
(A̅) = 14
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f: DcRn → Rn/n ≥ 2
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T = ∫fdg
C

= ∫ f[g(t)]
t2

t1

g
′
(t)dt

f(x, y) = (P(x, y); Q(x, y)) f f ∈ c1)

P′y = Q′x => f 

f

t1 t2

f: DcR2 → R2/f(x, y) = (P(x, y); Q(x, y))

f

=> P′y = Q′x
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∃U(x, y)/∇U(x, y) =  f

=> U′x = P  ⋀  U′y = Q
=> P′y = U′′xy  ⋀  Q′x = U′′yx 

P′y  y  Q′x

U′′xy  ⋀   U′′yx =>

U′′xy =  U′′yx => P′y = Q′x

f => ∫ f dg
C

 

=> ∫ f dg
B

A
=

U(B) − U(A) /∇U = f

∮ f dg = 0∀C cerrada

∫∇U dg
C

= ∫ ∇U[g(t)] .
b

a

g′(t)dt

h(t) = U[g(t)]

h′(t) = ∇U[g(t)]. g′(t)

h(t)

∫∇U dg
C

= ∫ ∇U[g(t)] .
b

a

g
′

(t)
dt = ∫ h′(t)dt

b

a

= h(t)|a
b =

= h(b) − h(a) 
= U[g(b)] − U[g(a)] 

= U(b) − U(a)

a = b => ∮ ∇U dg
C

= 0
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 ∃C ∮ fdgc
≠ 0 => f => ∄

 f f(x, y) = (P(x, y); Q(x, y)) => P′y = Q′x

 P′y ≠ Q′x => f

f 

f

X = g(t) f(g(t)) = g′(t)

dx

P(x, y)
=

dy

Q(x, y)

f(x, y) = (P(x, y); Q(x, y))

f
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E̅

𝑓

∇U = −E
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Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

90 | P a g e                                                                                                               
 

I = ∬f(x, y)dxdy
R

f(x, y) = 1

A(R) = ∬dxdy
R

V(k) =∭dx dy dz
K


T 


T


T



∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣); 𝑦(𝑢, 𝑣))|𝑗|𝑑𝑢𝑑𝑣
𝑅∗𝑅

{
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣)

𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)

𝑗 = |
𝑥′𝑢 𝑥′𝑣
𝑦′𝑢 𝑦′𝑣

| =
1

|
𝑢′𝑥 𝑢′𝑦

𝑣′𝑥 𝑣′𝑦
|
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{
x = ρcos (λ)
y = ρsen(λ) {

x = ρcos (λ)

y = ρsen(λ)
z = z

{

x = ρcos (λ)sen(θ)

y = ρsen(λ)sen(θ)

z = ρcos(θ)

0 ≤  λ ≤ 2π 

0 ≤ ρ ≤ +∞

0 ≤  λ ≤ 2π 

0 ≤ ρ ≤ +∞

0 ≤  θ ≤ π

0 ≤  λ ≤ 2π 

0 ≤ ρ ≤ +∞

|j| = ρ |j| = ρ |j| = ρ2sen(θ)

ρ x2 + y2 = ρ2 x2 + y2 = ρ2 x2 + y2 + z2 = ρ2

P(x) ≤
x2

a2
+
y2

b2
≤ Q(x)

{
x = a ρ cos (λ)

y = b ρ sen(λ)
 |j| = abρ
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∇2𝑉 =
−𝑝

𝜀0

∇2𝑉 = 0

 

 

 

E̅ = −∇V
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A(R) = ∬dxdy
R

P = (√8, √8)

A(R) = ∬dxdy

∫ dx∫ dy
√16−x2

x

√8

0

= 2π
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A(R) =∬dydx +∬dydx

∫ dy∫ dx
y

x

√8

0

+∫ dy∫ dx
√16−y2

0

4

√8

= 2π

V(k) =∭dx dy dz
K

k = {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 + 1 ≤ z ≤ 9}

{
x = ρcos (λ)

y = ρsen(λ)
z = z

V(k) =∭ρ dλ dρ dz
K

0 ≤ λ ≤ 2π

ρ 0 ≤ ρ ≤ √8

1 + ρ2 ≤ z ≤ 9

V(k) = ∫ dλ ∫ ρ dρ ∫ dz
9

1+ρ2

√8

0

2π

0

= 32π
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𝛿 =
𝑚

𝑣
∴ 𝑚 = 𝛿 𝑣

𝑘|𝑧|

V(k) = ∫ dλ ∫ ρ dρ ∫ KZ dz
9

1+ρ2

√8

0

2π

0

= 32π

A(s) = ∬
‖∇̅f‖

|F′z|
dxdy

R

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 𝑧 ≥ 2 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 6

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧

∇𝐹 = (2𝑥, 2𝑦, −1)

‖∇𝐹‖ = √4𝑥2 + 4𝑦2 + 1

‖∇𝐹‖ = √4𝜌2 + 1

A(s) = ∬
‖∇̅f‖

|F′z|
dxdy = ∫ dλ ∫ 𝜌√4𝜌2 + 1 𝑑𝜌

√6

√2

2π

0R
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f: DcR2 → R2/f(x, y) = (P(x, y); Q(x, y))

DcR2

∮ f
C+
dg = ∬(Q′x − P′y)dxdy

R

g

f(x, y) = (−y, x)

∮ fdg =∬(Q′x − P′y)dxdy
RC

 

∮fdg
C

=∬(1 − (−1) dxdy 

∮fdg
C

= 2{∬dxdy
R

} 

1

2
∮fdg
C

= A(R)
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f

ϕ = ∫f
S

ňds

ň =
∇̅f

‖∇̅f‖
ds =

‖∇̅f‖

|F′z|
dxdy

ϕ = ∬fň̅ds =
R

∬ f̅
∇̅f

‖∇̅f‖

‖∇̅f‖

|F′z|
dxdy

R

 

f: DcR3 → R3/f(x, y, z) = (P(x, y, z); Q(x, y, z); R(x, y, z))

�̆�

𝑓 𝑓

∭ 𝑑𝑖𝑣𝑓 𝑑𝑣 = ∫𝑓  �̆�   ds
𝑠

 
𝑉
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𝑓̅

f(̅x, y, z) = (P(x, y, z); Q(x, y, z); R(x, y, z))

rot f̅ = ||

ĭ j̆ k̆
ϑ

ϑx

ϑ

ϑy

ϑ

ϑz
P Q R

||

rot f̅ = ĭ(R′y − Q′z) − j̆(R′x − P′z) + k̆(Q′x − P′y)

 f̅ = (P, Q, R)

f̅

rot f̅ = (R′y − Q′z; P′z − R′x; Q′x − P′y)



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

101 | P a g e                                                                                                               
 

f: DcR3 → R3

�⃗� : 𝐵 → 𝐴

∮  f dg̅
𝐶+

= ∫𝑟𝑜𝑡  f n̆ ds
𝑆

F: DcRn → Rn con F ∈ C1

div(f) = 0

F:DcRn → Rn con F ∈ C1

div(∇f) = 0

F: DcRn → Rn con F ∈ C1

rot(f) = 0
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𝑦 ≥ 𝑥2 𝑦 ≤ 6 − 𝑥 − 𝑧

𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 6 − 𝑥 − 𝑧

𝑥2 ≤ 6 − 𝑥 − 𝑧

0 ≤ 𝑧 ≤ −𝑥2 − 𝑥 + 6

0 ≤ −𝑥2 − 𝑥 + 6 𝑥 = −3 𝑜 𝑥 = 2 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

𝑉 =∭𝑑𝑉 = ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
6−𝑥−𝑧 

𝑥2
=
248

15

−𝑥2−𝑥+6

𝑜

2

0𝑆
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A0y
′′ + A1y

′ + A2y = 0 

(1)A0  ∈ R − {0}  
(2) A1 ∈ R 
(3) A2 ∈ R

A0r
2 + A1r + A2 = 0

 r1 ∈ R, r2  ∈ R  y además  r1 ≠ r2  

y = C1e
r1x+C2e

r2x

 r1 = r2 = r ∈ R  

y = C1e
rx+C2xe

rx

 r1 = α + iβ  

y = eαx[C1 cos(βx) + C2sen(βx)]
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A0y
′′ + A1y

′ + A2y = f(x) ≠ 0

YGeneral = YHomogenea + YParticular

yp = Ax + b

yp = Ae
bx    b conocido

cos(mx) o sen(mx)o ambas yp = Acos(mx) + Bsen(mx)

y′′ − y′ − 2y = 3x + 4 
r′ − r − 2 = 0 
r = 2 ⊻  r = −1 

 

yh = C1e
2x+C2e

−x

yp = Ax + b

Y′p = A 

Y′′p = 0

y′′ − y′ − 2y = 3x + 4)
0 − A − 2Ax + 2B = 3x + 4 
−2Ax − A − 2B = 3x + 4 
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{
−2A = 3 => 𝐴 = −

3

2

−A − 2b = 4 => 𝐵 = −
5

4
yp

yp = −
3

2
x −

5

4

yg = C1e
2x+C2e

−x −
3

2
x −

5

4
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f(x, y) = {
x7

x+y
  si x + y ≠ 0

0        si x + y = 0
lim
x̅→0̅
f(x, y)

lim
x̅→0̅
f(x, y) = 0

≠

lim
x̅→0̅
f(x, y) =

x7

x + y
  

x7

x + y
= 1

Ax7 = x + y =>  y = Ax7 − x

lim
x→0

x7

x − x + ax7
=
1

a

∄lim
x̅→0̅

f(x, y)
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f(x, y) = {

(x−3)y

(x−3)2+y2
  si x ≠ 3

sen(x − 3 + y)        si x = 3

X0̅̅ ̅ = (3,0)   ŭ = (a, b)   a
2 + b2 = 1

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f(X0 + hŭ) − f(X0)

h

 f(X0) = 0̅

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f((3,0)+h(a,b))

h

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

f(3ha; hb)

h

≠

x = 3 ∴ 3ha = 3 => ℎ𝑎 = 0 a = 0
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f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

sen(hb)

h
= lim
h→0

sen(hb)b

bh
= b

≠

x ≠ 3

f ′(X0, ŭ) = lim
h→0

(3 + ha − 3)(hb)
(3 + ha − 3)2 + (hb)2

h
= lim
h→0

1

h

hahb

h2a2 + h2b2
  

lim
h→0

1

h

h2ab

h2(a2 + b2)
= ab  

f ′(X0, ŭ) = {
b   si a = 0
ab si a ≠ 0

f(x, y) = {
2x3y

𝑥4+𝑦4
    si (x, y) ≠ (0,0)

2       si (x, y) = (0,0)

 ∃f(X0)

 ∃ lim
X→ X0

f( X0)

 f(X0) = lim
X→ X0

f( X0)
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f(0,0) = 2

lim
x̅→0̅

2x3y

x4 + y4
=

(
→0

→0
)

y = mx

lim
x→0

2x3mx

x4 +m4x4
= lim
x→0

2x3mx

x4(m4 + 1)
=

2m

m4 + 1

∄lim
x̅→0̅

f(x, y)

z = f(x, y) xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2 = 0

f(0,98; 0,03)

xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2 = 0

F: R3 → R/F(x, y, z) = xz + z3y + ln(z + x − 2) − 2
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f(x0 + ∆x; y0 + ∆y) ≅ F(X0) + f
′x(X0)∆x + f

′y(X0)∆y

X = 1 − 0,02 ;   Y = 0 + 0,03
∆X = −0,02 ; ∆Y = 0,03

f(0,98; 0,03) ≅ F(1,0) + f ′x(1,0)(−0,02) + f ′y(1,0)(0,03)

f ′x = −
F′x(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

f ′y = −
F′y(x0, y0, z0)

F′z(x0, y0, z0)

𝑧0 = 2

∇̅𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑧 +
1

𝑧+𝑥−2
; 𝑧3; 𝑥 + 3𝑧2𝑦 +

1

𝑧+𝑥−2
)

 ∇̅𝐹(1,0,2) = (3,8,2)

f ′x = −
F′x(1,0,2)

F′z(1,0,2)
= −

3

2

f ′y = −
F′y(1,0,2)

F′z(1,0,2)
= −4

∇f(1,0) = (−
3

2
;−4)

f(0,98; 0,03) ≅ 2 + (−
5

3
) (−0,02) + (−4)(0,03)

f(0,98; 0,03) ≅ 1,91
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f(x, y) = x2 + 4y2

f(x, y) = x2 + 4y2 
x2 + 4y2 = f 
2x + 8yy′ = 0

"y′" −
1

y′

2x + 8y (−
1

y′
) = 0

2x − 8y (
dx

dy
)  = 0

2x = 8y (
dx

dy
)

2xdy = 8ydx

dy

8y
=
dx

2x

∫
dy

y
= 4∫

dx

x

ln|y| = 4 ln|x| + ln|k|

ln|y| = ln|x4k|
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|y| = x4k

y = x4H

f(2) = 1

1 = 1H 
H = 1

y = x4
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Ejercicio E1 

 

Del enunciado nos dice explícitamente que f admite función potencial, por lo 
tanto se cumple entonces: 
 
  
 

 

 
 
La función obtenida por lo tanto: 
 

 
 
La función evaluada en el origen:  
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Para evaluar los puntos críticos acudo a la definición: 

 
Luego el sistema asociado es el correspondiente: 
 

 
Realizando cuentas: 
 

 
 
El Hessiano correspondiente: 

 
 
Finalmente al resolver el mismo se obtienen los siguientes puntos: 
 

 
 

 
 

 

Ejercicio E2 

 

La recta de forma vectorial se la puede escribir de la siguiente forma: 
 

 
 

Acudiendo a la definición: 

 
 

Finalmente reemplazando y resolviendo la circulación obtenida es: 
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Ejercicio E3 

 

Se cumplen las condiciones del teorema de la divergencia, por lo tanto: 
 

 
 

Luego se procede a buscar los limites utilizando en este caso transitividad: 
 

 
 

Por transitividad:  
 
Existen dos limites superiores en y, lo que induce a que la integral se divide 
en 2 

 
 

Otra forma es con un dibujo sobre la proyección sobre el plano xy donde se 
obtienen los puntos donde se divide la integral, luego:  
 

 
 
de donde: 
 

 
 

para ahorrar en cuentas , podemos hacer un cambio de variable, en la 
primera integral 

  Donde el Jacobiano del cambio de variable  
En la segunda  
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Entonces las integrales se transforman en  
 

 
 

por lo tanto:  físicamente el campo propuesto frena el flujo. 
 

 
 
Ejercicio E4 

 

Por definición de línea de campo, dado un campo f=(P,Q) para obtener la 

línea de campo correspondiente, se cumple  entonces: 
  
  
 
La línea de campo pasa por el (3,4) entonces es la siguiente: 

 
de donde se obtiene:  
Escrita de forma vectorial, una parametrización conveniente puede ser:  
 

por definición:   
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Ejercicio E1: 

 

 La curva escrita de forma vectorial se puede expresar de la siguiente forma: 
  
  

por definición:      luego 
  
 
 
finalmente se obtiene: 
 
 
 

 
 

Ejercicio E2: 

 

Reemplazando el punto dado como dato en la ecuación implícita, por prueba y 
error  obtenemos el valor de   por lo que el punto sobre el cual se 
trabajara en la resolución del ejercicio es:    
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En este caso se puede utilizar el teorema de Couchy Dinni para funciones 
implícitas, pero en este caso se muestra otra forma de resolución expresando 
el siguiente campo escalar: 

 
Calculando el gradiente de la misma, y evaluando en el punto dado: 
 

 
 
Se obtiene así el normal a plano tangente, realizando pasos algebraicos y 
conociendo la “pinta” de un plano se puede obtener el plano pedido:  

 
   

Para realizar el cálculo de área se utilizara la 
siguiente definición en este caso (la cual es equivalente a la explicada en 
este apunte):  
Expresando a la función de forma vectorial: 
  
 
La norma del producto vectorial de los elementales es  
 

Por lo tanto:        
 
Para encontrar los limites de integración por comodidad se los obtiene a partir 
del método de transitividad. 
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De la segunda se despeja z y obteniendo  luego por 

transitividad   
Finalmente: 
  
 
 
 

 
 

 

Ejercicio E3: 

 

Dado que la superficie es abierta, no se puede realizar una aplicación directa 
del teorema de la divergencia, puede decidirse por “tapar” la superficie y luego 
restar el flujo que no se requiere o calcular el flujo utilizando la definición. 
Nos quedamos con la segunda opción y utilizamos la definición de flujo:  

 
Reemplazando y realizando las cuentas correspondientes obtenemos la siguiente 
expresión:  

 
Luego los límites de integración aplicando transitividad son los siguientes:  
 

 
 
por transitividad  finalmente  
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Ejercicio E4: 

 

Por definición la masa del cuerpo: 
 
                      

     pero        
Es sencillo observar que nos piden el volumen cuando z>0, por lo que nos 

conviene calcular dicho volumen por una integral doble  
 
Realizadas las cuentas se obtiene: 
  
 
 
La proyección sobre el plano xy corresponde a la región: 
 

 
 
finalmente no hay restricciones angulares, tomando polares obtenemos el 
siguiente resultado: 
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Ejercicio E1: 

 

La curva dada es de la forma: 

 
Aplicando definición:  
 

 
Parametrizando la curva y expresándola de forma de función vectorial se 
obtiene:  

 
Dado que no existen restricciones angulares se toma entre 0 y 2π, realizando 
las cuentas se obtiene finalmente: 
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Ejercicio E2: 

 

Despejando se obtiene los límites de “y”  
 

 
 
Luego aplicando transitividad se obtienen los límites de “x” y “z” 
Finalmente aplicando la triple integral se obtiene el volumen pedido: 
 

 
 

 
 

Ejercicio E3: 

  

La curva dada es de la forma:  
 

por definición:  
 
Para obtener los límites de integración:   
 
finalmente: 
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Ejercicio E4: 

  

Parametrizando la superficie y expresándola como un campo vectorial se 
obtiene:  

 
Una definición equivalente de cálculo de área es la siguiente:  

 
Luego trabajando con el argumento se obtiene:  
 

                                
 
Para los límites de integración:  
 

                    

            
 
Del enunciado tenemos una restricción angular al primer octante por lo tanto: 
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Ejercicio E1: 

 

Evaluando el punto dado en la superficie definida implícitamente se obtiene 
que  
Luego se calcula el gradiente de     

 
de donde   luego el plano tangente será de la   
 
forma  
 
El flujo por definición viene dado por:  

 
Tomando como función vectorial:  
 

 



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

128 | P a g e                                                                                                               
 

Luego trabajando sobre el argumento se obtiene: 
    

       
Los límites están en función de g, además de estar en el primer octante, por 
lo tanto:  

 

por transitividad:   
finalmente se obtiene: 

 

 

 
 

Ejercicio E2: 

 

 Por definición la masa de un cuerpo viene dada 

por:      
 
Siendo la densidad planteada por el enunciado:  

 
 

luego:       
 

Tomando polares sobre R obtenemos R' con lo que:  
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de donde:    
 
finalmente: 

 
 

 

 

Ejercicio E3: 

 

De los datos del enunciado obtenemos: 

 
 
obteniendo las condiciones iniciales:  
Para que el campo f admita función potencial la matriz Jacobiana de f debe 
ser simétrica, hechas las cuentas se debe resolver la siguiente ecuación 
diferencial: 

 

cuya solución es la siguiente:  
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Ejercicio E4: 

 

 Si calculamos el volumen por una integral doble se obtiene:  

 
 
los límites son  
 
Luego aplicando el método de transitividad utilizado en esta sección del 
apunte: 

 
finalmente  
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Ejercicio E1: 

 

Con los valores de x e y dados se puede calcular el valor de u, evaluando 
dichos puntos en la ecuación implícita dada, de la cual obtenemos que  
 
Luego aplicando el teorema de Couchy Dini o asociando a esa función el 
gradiente de la misma, realizando las cuentas obtenemos: 

 
Sabiendo:  , para calcular las derivadas de 
h, se define el árbol que le corresponde como:  
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Luego:        

 
 
Finalmente: 

 

 

 
 

Ejercicio E2: 

 
Utilizando la definición directamente, para ello necesitamos parametrizar la curva 
dada, sin tomar como centro del cilindro el (1,0) una posible parametrización 
será: 

           
luego:  
 

por definición de circulación:      
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Hechas las cuentas y reemplazos correspondientes, dando vuelta los limites de 
integración se obtiene: 
 

 
Una segunda parametrización posible, sería tomando como centro del cilindro el 
(1,0) es la siguiente:  
                
 

 
 
Ejercicio E3: 

 

De las condiciones de enunciado se deduce:                          
 
Tomando cilíndricas:   
 
luego por definición: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Calculo en varias variables        Universidad Tecnológica Nacional 
Con aplicaciones a la física                                                                 Facultad Regional Buenos Aires                             

                      

                     

134 | P a g e                                                                                                               
 

Ejercicio E4: 

 

Dado un campo vectorial:  para que f admita   
función  potencial, la condición necesaria:  
 

 
si se realiza el siguiente cambio:  
 
resolviendo la ecuación diferencial se obtiene:  
 
De datos del enunciado sabemos:  

 

Luego   por lo que finalmente:   
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f: DcR2 → R
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