ANALISIS MATEMATICO II Definiciones y Propiedades

1. Puntos Regulares

1.1. De una Curva

Seag: D C R — R? una funcién continua en D tal que g(t) = (z(t), y(t), 2(t)).
Si g es diferenciable en t, (interior a D) y g’ (to) # 0 entonces el punto zg = g(to)
de la curva imagen de g se llama punto regular, segin la representaciéon dada
por g en D.

1.2. De una superficie

Sea FF: D C R*? —» R? un campo vectorial continuo en D, con F(u,v) =
(a:(u,v),y(u,v),z(u,v)). Si F es diferenciable en p = (ug,vg) interior a D y
g—i(p) X %—f(p) # 0, entonces el punto de lisuperﬁcie 2o = F(p) se llama punto
regular segtin la representacién dada por F' en D.

Observacion: La superficie es la representacion del conjunto imagen del cam-

po vectorial.

2. Propiedades de los campos diferenciables

2.1. Continuidad de f

Si f: D C R" — R es diferenciable en T interior a Ds, entonces f es
continua en Tg.

Demostracion: Por ser f diferenciable en T, existe un entorno del punto Zg
en el cual se verifica:

f(@o+7) = f(@o) = VI(T).0+e(0).][0]]

donde T es el vector incremento y lim e(7) = 0. Haciendo un pasaje de términos:
T—0

f(@o +7) = f(To) + V(T).0 + £(v).[[7]|

Si te toma limite a ambos miembros de la igualdad con ¥ — 0, el limite del
primer miembro existird si existe el del segundo. Entonces, la expresién que
resulta es:

lim f(Zo + ) = lim (f(Zo) + V.f(Z).7 +¢(@).[[7]])

v—0 v—0
Se sabe que Ty € Dy y que lim f(Zo) = f(To), ya que f(Tp) es un nimero
v—0
real.
Por otra parte, las componentes de V f(Z) existen dado que f es diferen-
ciable en Zo y no dependen de v. Entonces lim (V f(z).v) = 0.
v—0
Por tltimo, lim (£(7).|[v]|) = 0 dado que ¢ — 0 por hipétesis y que lim [[7]| =
0 T—0 T—0
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Porque todos los limites existen y son finitos, se puede aplicar el algebra de
limites, y la expresion resultante es:

lim f (7o +@) = f(To)

v—0

f es continua en T.

2.2. Derivabilidad de f en toda direccion

Si f: D CR" — R es diferenciable en Z; interior a D, entonces f es
derivable en T respecto de toda direccién.

Demostracion: Por ser f diferenciable en Ty, existe un entorno del punto Zg
en el cual se verifica:

f(@o+70) = f(@o) = VI(T).0+e(0).[[0]]

donde ¥ es el vector incremento y hm e(v) = 0.
-0

Si de los infinitos puntos del cntorno seleccionamos aquellos para los cuales
7 = hu, es decir, se consideran los puntos que se hallan en las rectas que pasan
por Ty y tienen la direccién de cada . Se tiene entonces:

F(@o + hi) — f(To) = V()b + e(hai). |||
Dividiendo ambos miembros de la igualdad por h, resulta la expresion:

f(@o + h? —f(®@o) _ Vf(@).i+ s(hﬁ).m, pues [[i|| =1

h

Si se toma limite con h — 0 a ambos miembros de la igualdad. El limite del
primer miembro (es por definicién la derivada direccional de f en Tg) existe si
existe el limite del segundo miembro. Entonces, de

lim (f(xo + ha) — f(xo))

h—0 h

= lim <v F@).0+ 5(hﬂ).|Z>

h—0

se puede afirmar que }lll'r% (Vf(z).u) =k € R, siendo k el que surge de V f(T).a.
—

Las componentes de V f(Zy) existen dado que f es diferenciable en Ty y no
dependen de h, por lo tanto

lim (Vf(z).a) =k

h—0

IRl
h
infinitésimo € y la funcién acotada % =0

- 1fm (f(:”" + hit) = f(xo)) = f'(To, 1) = VF(T)i ViR

Por otra parte, el hn% ( (ha). = 0 por ser el caso del producto entre el

h—0 h
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3. Extremos de de campos escalares

3.1. Extremos relativos o locales

Sea f:R™ — R (con n > 2), siendo D un conjunto abierto tal que D C R™,
yseaxg € D.
3.1.1. Maximos

Se define (en sentido estricto) a f(Tp) como méximo relativo de f en D siy
sélo si AE(Ty) C D tal que VZ € E(T) ocurre que f(To) > f(T).

En cambio, se define (en sentido amplio) que f(To) es méximo relativo de f
en D siy sélosi 3E(Ty) C D tal que VT € E(T) ocurre que f(Zo) > f(T).

3.1.2. Minimos

Se define (en sentido estricto) a f(ZTp) como minimo relativo de f en D siy
sélo si 3E(Ty) C D tal que VT € E(T) ocurre que f(To) < f(T).

En cambio, se define (en sentido amplio) que f(To) es méximo relativo de f
en D siy sélosi 3E(Ty) C D tal que VT € E(T) ocurre que f(Zo) < f(T).

3.2. Extremos absolutos

Sea f:R™ — R (con n > 2), siendo D un conjunto abierto tal que D C R™,
ysea®Tg € D.
3.2.1. Maximo

Se define a f(Tp) como un méximo absoluto de f en un conjunto R C D si
y s6losiVZ € R: f(Z) < f(To).
3.2.2. Minimo

Se define a f(Ty) como un minimo absoluto de f en un conjunto R C D si
ysélosiVz € R: f(T) > f(To).



