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Capitulo 3

Derivacion de funciones de varias
variables.

Salvador Vera Ballesteros
www.satd.uma.es/matap /svera

3.1. Derivadas parciales.

3.1.1. Introduccién.

Funciones de una variable. Para una funcién de una variable f : D C R — R definida
en el intervalo abierto D de R, se define la derivada de f en xy € D, denotada por f’(x),

como el valor del siguiente limite, si e>(<iste y ()es ﬁni(to.) @) (z0)
dy J(zo+h) = flzo f(x) = fl=o
"(z0) = == (x¢) = lim = lim ————=
f(o) dx( 0) hLO h z—x0 X — Xp
Si f'(zo) existe, su valor nos da la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién
y = f(z) en el punto (zo, f(xo)). El valor de f'(z0) también representa la razdn de cambio
instantdneo de y respecto de x.

Nota: La razén de definir la derivada en un punto perteneciente a un conjunto abierto
D (dominio de la funcién), es para poder asegurar que para h € R pequeno, se tenga
(xo + h) € Dy que asi tenga sentido la expresiéon f(zg + h) que aparece en la definicién
de derivada.

La importancia de estudiar el concepto de derivada radica en que a partir de la derivada
de una funcién en un punto se puede obtener informacién sobre el comportamiento de la
propia funcién, aunque esta informacion es sélo local, es decir, a partir de f’(xy) obtenemos
informacion sobre el comportamiento de f, pero solo alrededor de xy. Asi, por ejemplo, el
simple hecho de la existencia de f'(z() sefiala un comportamiento suave de la gréfica de
la funcién en los alrededores del punto (xo, f (xo)); el signo de f’(z¢) senala el crecimiento
o decrecimiento de la funcion alrededor del punto, etc. Esta informacion, aunque sélo es
local, es muy importante. No obstante, a partir de la funcién derivada f’(x) podemos
obtener una informacién mas global del comportamiento de la funcién.

5



6 CAPITULO 3. DERIVACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Funciones de dos variables. El concepto de derivada se puede generalizar a funciones
de dos variables z = f(z,y). La idea intuitiva responde a la siguiente cuestién: ;Cémo
se va a ver afectada una funcion de dos variables por una variacién de una de sus varia-
bles, mientras que la otra variable permanece fija?. Podemos responder a esta cuestion
considerando cada vez solo una de las variables. Esto es, hacemos la derivada de la funcion
cada vez con respecto a una variable, manteniendo constante la otra. Este proceso se
conoce como derivacién parcial, y su resultado se llama derivada parcial de la funcion
respecto a la variable independiente elegida. Para ello partimos de la idea del concepto
de derivada de funciones de una variable “el limite, cuando el incremento de la variable
tiende a cero, del cociente del incremento de la funcion dividido entre el incremento de
la variable”. Suponemos que una de las variables es constante e incrementamos sélo la
otra, es decir, hacemos la derivada suponiendo que la funcién depende sélo de una de las
variables. Con ello se reduce la discusién al caso uni-dimensional considerando una funcién
de varias variables como una funcién de una sola variable (cada variable separadamente),
manteniendo fijas las demas.

3.1.2. Definicidn.

Supongamos que en cierto entorno del punto (zo, yo) esta dada la funcién z = f(z,y). Si

fijamos la variable y: y = o, obtenemos una funcién de una sola variable z: z = f(x, yo).

La derivada habitual de esta funcién en el punto x = x( se llama derivada parcial de la

Af (zo, o)
ox

funcién f(z,y) en el punto (xg, o), respecto de z, y se denota por

De esta forma,

af(xm yo) def af(%yo)
ox ox

nota: Senalemos que la designacion de la derivada parcial respecto de la variable x por

af(l’m yo)

- ) L. Of
———= es tradicional. Aunque es mas correcto escribir a—(xo, Yo), ya que P S un
x x

ox

simbolo tnico, que designa la nueva funcién, cuyo valor se analiza en el punto (xg, yo).

T=x0

Y teniendo en cuenta la definicién de derivada de una sola variable, resulta la siguiente,

Definicién 3.1. Dada una funcién de dos variables f : D C R? — R definida en el abierto
D de R?, se define la derivada parcial de f con respecto a x en el punto p = (zg,yo) de
D como el valor del siguiente limite, si existe y es finito.

of . f(wo+h,y0) — f(z0,%)
%(Imyo) = }LEI%) h

Del mismo modo, se define la derivada parcial de f con respecto ay en p, como el siguiente
limite, si existe y es finito.

of . f(wo,y0 + k) — f(xo, yo0)
a—y(xoyyo) = ,lﬂlf(l) 2

Calculo de derivadas parciales aplicando la definicién.

Ejemplo 3.1. Calcular las dos derivadas parciales de la funcion f(z,y) =xy+x—1y en
el punto p(0,0).
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Solucion.

O (0.0) = 1im JOFRO = FO0) (0 F0,0) = F(0,0) (o h0+h-0-0_
Ox h—0 h Py i lim ;

:limﬁ:limlzl

h—0 h h—0
of

—(0,0) — im f(0,0—i-k) —f<0,0> — lm f((),k) —f(O’O) _ Hm().k+0_k_0 _
ay k=0 k k—0 k k—0 k

:h'm_—k:h'm—lz—l
k=0 k k—0

Ejemplo 3.2. Calcular las dos derivadas parciales en el punto p(0,0) de la funcion:

2

f(x,y) = xiji y? st (x,y) # (0,0)

Solucion.
h - 0? 0
h,0) — h0) — 7
O (0.0) — 1 JOFRO = FO.0) 0 S0, = 10,00 o REroE D
O ho h h—0 h h—0 h
h—0 h h—0
0- k2 0
OF 0,0) = 1 LOOHR = OO _ o JOR SO0 _ e 24k
% h0 k k—0 k k—0 k

k—0 k k—0

Ejemplo 3.3. Calcular las dos derivadas parciales de la funcion f(z,y) = 22 — xy + y?
en el punto p(1,0).

Solucion.

1 — 2(1 2 (1 . 2 (2 —
%(1,0):h’mf( + h,0) f(o,o):h,m (1+h)?*—(A+h)-0+0°-(2-0+0) _
8.17 h—0 h h—0 h,

., 21 +2h+h*)—2 ., 2+4+4h+2R*—2 , 4h+2h?
= lim = lim = lim — =

h—0 h h—0 h h—0 h
=lim(4+2h) =4

h—0

1 — f(1 1 — f(1 2.12-1. 2 (2
OF (1 gy — g JLOHR) = F(L0) o FOR) = F(L0) R+ = (2)
dy k—0 k k—0 k k—0 k




8 CAPITULO 3. DERIVACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

La funciéon derivada parcial

Si hallamos las derivadas parciales de una funcién de dos variables z = f(x,y) en un punto
genérico (z,y) de su dominio, obtenemos, a su vez, funciones de dos variables, llamadas
funciones derivadas parciales. Asi:

'l — i
- h ’ y (z,9) Fm

f(:l:,y+k‘)—f(x,y)
k

Ejemplo 3.4. Hallar, aplicando la definicion, las derivadas parciales de la funcion:
flz,y) =2y’ +5

Solucion.
of o fla+hy) - fley) L, (@+h)*P+5— (2P +5)
g &) = i : =i h -
o 2%y 4 2hayP +R2R 5 -2t -5 2hayd + h2yP 5
= lim =lim ———— =2xy
h—0 h h—0 h
k) — 2 k 3 - 2,3
8y k—0 k k—0 ]f
. 22y + 322k + 3aPyk® + 22k +5 — 2%y -5
= lim =
k—0 k
3 2 Qk. 3 2 k2 2k3
_ ’1:21/(1) X y _'_ 3};3/ + i _ llcl/_{% (3x2y2 + 3x2yk + x2k2) — 3x2y2

Calculo de derivadas parciales mediante las reglas de derivacién.

Si observamos los resultados del ejemplo anterior, podemos concluir que no es necesario
aplicar la definicién para calcular las derivadas parciales, sino que se pueden calcular
aplicando las reglas ordinarias de derivacion. Esto se deduce de la propia definicién, ya
que de la definicién de las derivadas parciales, como derivadas ordinarias con la condicion
de que se han fijado todas las variables excepto una, respecto de la cual se toma la
derivada, se deduce que al calcular las derivadas parciales se pueden utilizar las reglas del
calculo de las derivadas ordinarias. Es decir,
of
e (x,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivacion, es decir, como una derivada
x
ordinaria, de la funcién f respecto de la variable x, suponiendo y constante (es

decir, como si la funcién f dependiera sélo de z, porque y es un nimero).

of

0 (x,y) Se puede calcular mediante las reglas de derivacién, es decir, como una derivada
Y

ordinaria, de la funcién f respecto de la variable y, suponiendo z constante (es
decir, como si la funcién f dependiera sélo de y, porque z es un nimero).

Ejemplo 3.5. Calcular las dos derivadas parciales de las siguientes funciones:
L. f(z,y) = 2%+ 22y* — °
a) Fijemos en la férmula la variable y, es decir, supongamos que y es un nimero,

con lo cual obtenemos una funcién de una sola variable z; y calculando su
derivada tendremos: o

— =2+ 2
O T+ 2y
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b) De la misma forma, fijemos ahora la variable = es decir, supongamos que z
es un nimero, con lo cual obtenemos una funciéon de una sola variable y; y
calculando su derivada tendremos:

g = 4dzy — 3y°

y

2. z=(2*+y?)e ™

5,

£ = 2we 4 (a2 4 )y ) = (20 — ay — )
X

9z - 2, 2 - 3 2\ —

5y = 2ve A (@7 ) (mwem™) = (2y — ot —ayt)em™
Y

3. z=axye™V

0 1

a_z = yem/y + :L’y(—e’”/y) = (y —+ x)em/y

T Yy

8 — 2 _ a:/y
0 _ qerlv 1 ay(“estvy = (2 — Doty = T2
Yy Y ”

Ejemplo 3.6. Dada la funcion: f(z,y) = 423y* — 42® + ¢y + 1. Hallar las dos derivadas
parciales en el punto (1,1)

Solucion. Calculamos las derivadas parciales mediante las reglas de derivaciéon y luego
sustituimos las coordenadas del punto.

of 1022 of e
—ax(x,y) = 12z°y* — 8z — &'v(l’l) =12-8=14
of o3 5 of _ _
ay(:c,y)—&c y+ 6y  — _8y<1’1)_8+6_14

Notacion: Se utilizan las siguientes notaciones:

0 0 0
== U U ) = = o) = Def(e.0) = Dif(e)
b= = LU pe) = Dy y) = Daf(y)

Y0y Oy dy
Cuando se trate de un punto genérico (z, y), normalmente no indicaremos las coordenadas,
simplemente pondremos f,. Sin embargo, cuando se trate de un punto concreto (o, yo),

siempre las indicaremos, para saber de qué punto se trata. En este caso, en algunas
ocasiones utilizaremos la siguiente notacién:

of _of
%(xo,yo) =~ or

(0,%0)
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3.1.3. Funciones de mas de dos variables

El concepto de derivada parcial se puede generalizar a funciones de cualquier niimero de
variables. Bastard con derivar la funciéon suponiendo que depende, en cada caso, de una
sola variable, con las demés fijas.
Ejemplo 3.7. Hallar las derivadas parciales de la funcion:

f(z,y,2z) = e ™ cosdx sen 6y

Solucion. En cada caso, suponemos constante dos de las variables, con lo cual se obtiene
una funcién de una sola variable, respecto de la cual se deriva.

of

= —4e " sen 4x sen 6y

ox

0

—f = 6e” "* cos4x cos by
dy

0

—f = —me " cos 4z sen 6y
0z

Notacion vectorial para definir las derivadas parciales. El concepto de derivada parcial se extiende
a funciones de tres variables f(z,y, z) de la siguiente forma:

ai — lim f(x,erAy,Z) - f(xvyaz) — lim f(l’,y+t,2’) - f(xa:%z)
(9y Ay—0 A t—0 t

Andlogamente se calculan las demds derivadas parciales.
Para los incremento, Az, Ay, etc., en vez de usar las letras h, k, etc., se pueden usar hy, hs, etc., o bien,
podemos usar siempre la letra t.

Del mismo modo se extiende a funciones de cuatro variables f(x,y, z,u)

af ’ f(x7y+tvzau)_f(xayyzvu)
— = lim
ay t—0 t

Desde el punto de vista tedrico, para definir las derivadas parciales en el caso general de funciones de
n variables f : D C R™ — R, conviene usar notacién vectorial. Para ello consideramos los vectores
e, e, - - ,e, € R” de la base canénica de R", cuyas componentes son:

e, = (1,0,---,0), e =(0,1,---,0),--- ,e, = (0,0,--- ,1)
con lo cual, para cualquier nimero t € R, resulta:
te; = (¢,0,---,0), teg = (0,¢,---,0),--- ,te, = (0,0,--- ,1)
de donde, para cualquier punto p € R", de coordenadas p = (x1,x2, -+ , ), se tiene:
p+tei:(:c1,x2,~' ,In)+(07... b 70):(;5179327‘.. LT+t 793n)

Es decir, p+te; tiene las mismas coordenadas que p, salvo la i-ésima coordenada que se ha incrementado
en t. En consecuencia, podemos enunciar la siguiente definicién:

Definicién 3.2 (Derivadas parciales). Sea f : D C R™ — R una funcidén definida en el conjunto
abierto’ D de R™, y sea p € D. Se define la derivada parcial de f con respecto a su i-ésima variable en
el punto p, como el siguiente limite, si existe y es finito:

O () = 1im LR Htei) = f(P)

a{L'Z- t—0 t

Larazén de definir las derivadas parciales en un punto perteneciente a un conjunto abierto D (dominio
de la funcién), es para poder asegurar que para t € R pequeno, se tenga p + te; € D y que as{ tenga
sentido la expresién f(p + te;) que aparece en la definicién de derivada parcial.
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Del mismo modo puede definirse la derivada parcial en un punto genérico x € D, como

OF )ty £0H 100) = 1)

81‘2‘ t—0 t

3.1.4. Razén de cambio

Las derivadas parciales también pueden interpretarse como la razén de cambio instantaneo
de la funcién respecto de una variable, mientras la otra permanece fija. Asi,

0 . . . .
—f(xo,yo) Se puede interpretar como la razon de cambio instantineo de la funcién f

ox

cuando se conserva fija la variable y y varia la x.

a—(:z;o,yo) Se puede interpretar como la razén de cambio instantineo de la funcién f
Y

cuando se conserva fija la variable x y varia la y.

Es decir, las derivadas parciales miden la velocidad de variacién parcial de la funciéon con
respecto a cada variable, cuando las deméas se mantienen fijas.

Ejemplo 3.8. Un cilindro recto tiene 4 cm. de radio y 20 cm. de altura. Hallar la razon
de cambio del volumen del cilindro respecto del radio y respecto de la altura.

Solucion. Tenemos que V = 7r2h, luego

ov ov 5
E_anh — E(r—4,h—20)—27T~4-20—16O7rcm/cm de r
v v

2

o (r=4,h=20) =167 cm®/cm de h

oh oh
En el primer caso, si mantenemos fija la altura e incrementamos el radio, se produce
un incremento del volumen de 160w ¢m3/em de r. Mientras que en el segundo caso, si

mantenemos fijo el radio e incrementamos la altura, se produce un incremento del volumen
de 16w em3/em de h
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3.1.5. Interpretacion geométrica de las derivadas parciales

Recta tangente

N\ 2= f(x, )

:f/a P(Z0,%0)

Figura 3.1: Curva 2z = f(z, yo).

z:f(x,y)

Figura 3.2: Curva z = f(0,y).

Desde el punto de vista geométrico, la funcién g(z) = f(z,yo) representa la curva que se
obtiene de la interseccién de la superficie z = f(z,y) con el plano y = yg

;zi{fﬂf,y) }Z = f(x,y0) = g(x)

La derivada parcial de la funcién f, respecto de la variable x, en el punto p representa la
pendiente de la tangente a la curva g(x) = f(x, o) en el punto P correspondiente de la
grafica, es decir, la inclinacién de la superficie en la direccién del eje x.

Anélogamente, la funcién g(y) = f(zo,y) representa la curva que se obtiene de la inter-
seccién de la superficie z = f(z,y) con el plano x = x

z= f(z,y) }z = f(zo,y) = g(y)

r = Xy

La derivada parcial de la funcién f, respecto de la variable y, en el punto p representa la
pendiente de la tangente a la curva g(y) = f(xo,y) en el punto P correspondiente de la
grafica, es decir, la inclinacion de la superficie en la direccion del eje y.

2 25

Ejemplo 3.9. Hallar la pendiente a la superficie f(x,y) = —% — %+ 3 en el punto
P(1/2,1,2), en las direcciones de los ejes x e y.
Solucion.

0 0

a_iz_x _ 3_£(1/271):_1/2 —  tana = —1/2

0 0

a—§:—2y — 8—5(1/2,1):—2 —  tanf = -2

Continuidad y derivadas parciales

La existencia de las derivadas parciales no garantiza la continuidad de una funcion.
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En efecto, la existencia de f, depende del comportamiento de la funcion sélo en la direccion
del eje x, y la existencia de f, del comportamiento de la funcién sélo en la direccién del
eje y, mientras que la continuidad depende del comportamiento de la funcién en todos los
puntos del entorno. Esto significa que una funcién puede tener derivadas parciales en un
punto aunque no sea continua en dicho punto.

Tenemos pues, que de la continuidad de las funciones de n variables en un punto dado, no
se deriva la existencia de sus derivadas parciales en ese punto. Pero es mas, cuando n > 2
incluso de la existencia de todas las derivadas parciales en cierto punto, no se deduce la
continuidad en ese punto. (Recordemos que para n = 1, es decir, para las funciones de
una variable, de la existencia de la derivada en un punto se deriva también que la funcion
es continua en ese punto).

Ejemplo 3.10. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas parciales en el punto
p(0,0) de la funcion f: R* — R definida por:
Ty
floy)=q @+’

Solucion.

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0, 0), ya que no existe el limite
en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto mediante las rectas y = mx

resulta:
, Ty i xy i Tmx , m m
lim -5 = lim ——— = lim m:hm 5 = 5
(z,y)—(0,0) T2 + 1 (z,yy):?g%o) T4 +y @)= 0.0) T + méx z—014+m 1+m
x—0

luego el limite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, segin la recta por
la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor del limite u otro.

2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la funcién no es continua en el
punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto existen. En efecto:

h-0
o |
Of (0.0) = 1 JOF DO = JO.0) _ o f(0) = [0.0) _ 0 wre T
ou i h h—0 h h—0 h
0-kE
ﬁ(0,0) i JOOFR = F0.0) o FOR) = FO0) o 02482
dy k—0 k k—0 k k—0 k

Ejemplo 3.11. Estudiar la continuidad y calcular las dos derivadas parciales en el punto
p(0,0) de la funcion f: R* — R definida por:

1 staxy#0
0 sixy=0

f(x,y)z{

Solucion.

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0, 0), ya que no existe el limite
en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto mediante la recta y = z resulta:
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Ii = I 1| =1 0,0)=0
(xvy)IH%O,O)f(x’y) (x,ngg(io,o) [ ] a f( ’ )

2. Existencia de las derivadas parciales. A pesar de que la funcién no es continua en el
punto p(0,0), las derivadas parciales en dicho punto existen. En efecto:

5,00 = 5[0 = o] =0
of 9

00 = 0] = 5 [o] =0

3.2. Derivadas parciales de 6rdenes superiores

Derivadas parciales de segundo orden

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables f(x,y), son, a su vez, funciones
de dos variables, f.(z,y), f,(z,y) vy, por lo tanto, podemos obtener de ellas, nuevamente,
sus derivadas parciales. Llamadas derivadas parciales de segundo orden.

o (Of o (Of o (Of o (Of
() o) =) %)

Notacién: Para simplificar los paréntesis usaremos la siguiente notacion:

o (0f\ 02f
(fw)w - fa:a: - % (%) - @ — Dl (le) - Dllf

.o [of\ _ of B
(1, = T = 50 (52 ) = 5 = D2 (D1) = Duf

_p O (Of\_OF _ _
)= = 5 (5) = gt = D1 (Df) = Daas

B 0 [(of\  o*f B
(fy)y—fyy—a—y<a—y) _3y3y_D2 (D2f) = Do f

Para evitar confusién con el orden de derivacién (f,, = Do f), utilizaremos el siguiente
criterio: se empieza derivando por la variable “mds cercana” a la funcion.

Ejemplo 3.12. Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la funcion
f(z,y) = sen(z%y)

Solucion.

[z = 2wy cos(z?y)
Jox = (f$)ac = 2y cos(z?y) + 2:17y( — 2xy Sen(xzy)) = 2y cos(z%y) — 4x?y? sen(z%y)
foy = (fz)y = 2z cos(z%y) + 2xy( — 2? sen(z?y)) = 2z cos(z’y) — 223y sen(zy)
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fy= 1:2 cos(mQy)
= (fy), = 2z cos(x®y) + 22 ( — 2zy sen(z?y)) = 2x cos(x?y) — 22°y sen(z7y)
), =

= (f, 2?(— x?sen(2?y)) = —z* sen(z?y)

Y

Derivadas parciales cruzadas. Las derivadas parciales f,, y fyz, se llaman derivadas
parciales cruzadas y cuando son continuas coinciden.

Teorema 3.1 (Teorema de Schwartz). Sea f: D C R? — R una funcién definida en
el abierto D de R?. Si las derivadas parciales fry : D CR* - Ry f,. : D CR* - R
existen y son funciones continuas en D, entonces

fmy = fym

El teorema de Schwartz también puede enunciarse en los siguientes términos: 57 f;, fy, y
fay son continuas en un entorno del punto (xg,yo), entonces existe fy.(xo, yo) y se verifica

fyoc(an yO) = fxy(an yO)-
Ejemplo 3.13. Hallar las derivadas parciales de sequndo orden de la funcion

fz,y) = 2Pye” +v°

Solucion.
fo = 2zye” V" 4+ 22y (2xe‘”2+y2) = 223y + 2xy)e” Y’
fow = (62%y + 20)e”" " 1+ (223y + 2xy) (2$6$2+y2) = (4z'y + 1022y + 2y)e” v
foy = (22° 4 22)eHY° 4 (22%y + 22y) (2ye“’c2+y2) = (423y? + 20 + day?® + 22) e+’
f — p2e7 24y? +x y<2y6x +y? ) — (2x2y2 + m2)6m2+y2
for = (Azy® + 22)e” V" + (20292 + 22) (22e”HY°) = (42y? + 227 + dwy? + 2z)e” Y
foy = 4aye” v 4 (22%y% + %) (2ye$2+y2) = (42?3 + 6:623/)65‘2”2
Ejemplo 3.14. Comprobar que las derivadas parciales cruzadas de la siguiente funcion,
en el punto (0,0) no coinciden.
w3y — P
fle,y) =9 2+
0 si (z,y) =(0,0)

Solucion.

Si (z,y) # (0,0), las derivadas parciales son:

of _ 0 (Py—ay’\ _ Baly—y’)(@® +y?) - (@%y - 2y’)20
Jr Ox \ 22+y? (22 + 2)2
_ 3aty + 322%y® — 2%y — b — 22ty + 2228 _ hy + 4%y — P
(22 + y?)? (22 + y?)?
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of _ 9 (5”39 - $93> (@ = 3uP) (@ + ) — (2Py — aP)2y
dy Oy \ 2% +y? (22 +y?)?
42ty = 30%y? — wyt — 200y 4 2oyt 2® — dady? — ay?
(22 4 y?)? (22 + y?)?

En el punto (0,0), las derivadas parciales son:

3.0—H.03
h®-0—h-0 -0

af T f(h> 0) - f(07 0) IERY h2402 _

e R A
3.k—0-k3

of . . f0,k)—f(0,0) et —0

e L T L

De donde, aplicando directamente la definicién de derivadas parciales, resulta:

af 8f 4 21.3 5
2 ——(0, k) — ==(0,0) 0Lk+40PKI—k )
ﬂ(o,o) - 2 % (0,0) = lim ox ox — }im (02+k2) -1
Oyox Jy \ Ox k—0 k k—0 k
of of
2 =-(h,0) = ==(0,0) W-ars-0-hot _ ()
0xdy Ox \ Oy h—0 h h—0 h

Derivadas parciales de tercer orden

Si hacemos las derivadas parciales de tercer orden, resultan 23 = 8 derivadas, pero si son
continuas se reducen a 3 + 1 = 4 derivadas distintas:

foof S T
fx { Ty /‘ o \:
fxy{ ;;xyaj / fz \ / f:ca:y
f ryY Si son continuas —  f Jay
fd Sl
fy { T Sy N o
fuf "N

Es decir, si las derivadas parciales son continuas no importa el orden de derivacion, sino
el nimero de veces que se ha derivado respecto de cada variable.

Ejemplo 3.15. Hallar las derivadas parciales de tercer orden de la funcion:

flz,y) = 2® + 2zy® — ¢°

Solucidn.
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fzx:r:()
fo =22+ 2y° < ™ fezy =0
flz,y) = 2 4 2zy® — o/ < > foy =4y <
fy:4xy_3y2 fxyy:4
/
fyy = 42 — 6y
~ fyyy:_6

Derivadas parciales de orden n

Si hacemos las derivadas parciales de orden n, resultan 2" derivadas, pero si son continuas
se reducen a n + 1 derivadas distintas. Es decir, si las derivadas parciales son continuas
no importa el orden de derivacion, sino el niimero de veces que se ha derivado respecto de
cada variable. Ahora bien, aunque el resultado final de las derivadas parciales no depende
del orden de derivacion, el proceso de derivacion puede resultar mucho mas complicado
en un orden que en otro.

Ejemplo 3.16. Dada la funcion f(z,y) = yflg—/z?' Hallar Dosi1f y Dyisaf
Solucion.
Yy
2311.f 231 (D1 f) 231 (y2 n 22)
x(y? + 2%) — 2y2y 2% — a1’
D = D113(D =D =D =TI ) =
1132 13(D2f) 113 ( 7+ ) s\ (2 1 2)2
202(y? + 22)% — (x2% — 2y?)2(y? + 2%)22 222(3y? — 2?)
= Du 2 . .24 = Du 2 1 .2)\3 -
(y? + =) (y* + 2?)
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3.3. Derivadas direccionales.

3.3.1. Derivadas direccionales

Las derivadas parciales f,(z,y)y f,(z,v), representan, respectivamente, la pendiente de la
superficie z = f(z,y) en las direcciones del eje OX y del eje OY. Para hallar la pendiente
en cualquier otra direccién se utilizan las derivadas direccionales. Es decir, las derivadas
parciales nos dan una medida de la variacién de una funcién solamente en la direccién de
cada eje coordenado. Es natural buscar un concepto mas general de derivada a fin de que
nuestras consideraciones no queden restringidas a las direcciones particulares de los ejes
coordenados y nos permita estudiar la razén de incrementos en una direccion cualquiera.
La derivada direccional responde a este propésito.

Figura 3.3: Derivada direccional.

Queremos estudiar la variacién de la funcién f
en el punto p cuando el argumento varia en
la direcciéon marcada por el vector v. Para e-
llo partimos de la idea del concepto de derivada
de funciones de una variable “el limite, cuando
el incremento de la variable tiende a cero, del
cociente del incremento de la funcion dividido
entre el incremento de la variable”, es decir:

Dy f(p) = lim f&x) = fp)

X—p t

donde x es un punto proximo a p y ademas
situado en la direccién marcada por el vector v,
y t es la longitud orientada del segmento Ppx,
es decir, la longitud de este segmento con signo
positivo, si el vector px tiene la misma direccién
que el vector U, y con signo negativo en caso
contrario.

Para la derivada direccional usaremos cualquiera de las notaciones:

_ o

Dy f(p) = 5 (p)

Calculo de la derivada direccional conocido el vector director:

1. Vector director unitario % : Si el vector director es unitario resulta:

é
Ipx | = |¢]
[a]l =1

de donde,

}:> &:ta = X—p=tu= XxX=p+tu

D5 f(p) = lim

fp+ti)— f(p)

t—0 t

(3.1)
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2. Vector director no unitario 7: Si el vector no es unitario, resulta:

—_
Ipx || = [¢]
[2]] # 1

luego no podemos hacer la sustitucién anterior. Por lo tanto, si el vector no es uni-
tario, hallamos el vector unitario de la misma direccion y sentido que el dado, y a

ese nuevo vector hallado le aplicamos el resultado anterior.
. v
U =—
17
El concepto de derivada direccional generaliza el concepto de derivada parcial, de manera
que las derivadas parciales pueden obtenerse como casos particulares de las derivadas
direccionales. Asi, f, es la derivada direccional en la direccién del vector (1,0) y f, en la

direccion del vector (0,1), es decir:

f=(p) = Duf(p) para @=(1,0)  f,(p) = Daf(p) para @ = (0,1)

Se debe observar que puede existir la derivada direccional de una funcién, en un punto, con
respecto a un vector, y sin embargo, puede suceder que no exista la derivada direccional
con respecto a otro vector.

H
}:> pPX# tU

Ejemplo 3.17. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = 2?4 3xy? en el punto p(1,2),
en la direccion que apunta hacia el origen.

Solucion. Hallamos el vector director y comprobamos su mdédulo.

T=po=0—p=(0,00—(1,2)=(-1,-2) — [3|=vV1+4=V5+#1

luego, B o o
- G ) w0 - (- e 3
de donde,

fP)=f(1,2)=12+3-1-22=1+12=13
fp+ta) = f(l—%ﬂ—%): (1—%)13(1—%) (2-%)2:

_ 2t+t2+(3 3t)(4 8t+4t2>_
V55 V5 V5 o5

_oo2 t? Lo 24 1262 12t N 24t 126°
vh 5 Vb 5 V5 5 55
38t 37t 1243
= 13-4 =
Vb 5 55
con lo que resulta,

38 372 1243
fo+ti)—fp) 55 5
Dsf(1,2) = lim P P) _ ifm > 5V5 _

t—0 t t—0 t

(—38 37t 12152)_—38

55 5
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El que la derivada direccional sea negativa significa que la funcion decrece en esa direccion.

Calculo de la derivada direccional conocido el angulo director.

Conocido el angulo 8 que forma el vector director con la direccién positiva del eje OX, se
tienen inmediatamente las coordenadas del vector director unitario. En efecto,

i = (cosf,senb).

El concepto de derivada direccional se puede generalizar para cualquier nimero de varia-
bles. Asi, para el caso general podemos enunciar la siguiente definicion:

Definicién 3.3 (Derivada direccional). Sea f : D C R" — R wuna funcion definida en
el conjunto abierto D de R™ y sea p € D un punto dado de D. Sea i un vector unitario
dado. Se define la derivada de la funcion f en p, en la direccion del vector U, denotada
0
a—f,(p), o bien Dy f(p), como el siguiente limite, si existe y es finito.
U
tﬂ —
D f(p) = lim LR 18) = f(P)

t—0 t

Ejemplo 3.18. Hallar la derivada direccional de f(x,y,z) = xyz en el punto p(1,0,—1),
segun la direccion del vector v = (1,1,1).

Solucion. Hallamos el vector unitario @ con la misma direccién y sentido que v.
- S v 1 1 1
Bl=vVI+TF1=v3£1 = == (2 =)

luego,

11 1 t ot t
p+i7 = (1,0,—1)+t(—,—, > - <1+—,—,—1+—>
de donde,
fP)=/f(1L11)=1-0-(-1)=0

et oo ot )= () () (+5)-
- (5-) (-3
con lo que resulta,

Dy f(1,1.1) = lim TP ZTP) g V5 V3 :ﬁ%(lg 1):_1

t—0 t t—0

3.3.2. Relacién entre la derivada direccional y las derivadas parciales

Veamos a partir de un ejemplo un resultado que justificaremos mas adelante.
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Ejemplo 3.19. Hallar la derivada direccional de f(x,y) = x*>+y> en un punto genérico
p(x,y), segin la direccion de un vector genérico unitario i = (uy, usg).

Solucion. Tenemos,
p+ti = (x,y) + t(ug,uz) = (x + tuy, z + tus)
de donde,
fp) = fz,y) =2 +¢*
fp+1td) = flz+tuy,x+tuy) = (& +tuy)” + (x + tug)® =

= 2%+ 2xtuy + 3 (u1)? + 2 + 3x%tug + 3xt? (ug)? + t3(ug)?
con lo que resulta,

D (. y) =lim flp+ti)— f(p) _

—0 t
R ©? + 2atuy 4 12 (u1)? + y° 4 3y tug + 3yt (ug)? + 3 (ug)® — (2* +y°)
_t—>0 t n
zyr% (2xu1 + t(u1)? + 3yPug + 3yt(ug)® + t2(u2)3) = 2zuy + 3y*usy

El calculo de la derivada direccional aplicando la definicion resulta bastante engorroso,
no obstante, el resultado de este ejemplo nos puede hacer intuir una propiedad que de-
mostraremos mas adelante (ver teorema 3.4 en la pagina 34) Dy f = fo - ui + f, - uo.
Es decir, la deriwada direccional se puede obtener como la suma de los productos de las
derivadas parciales por las componentes del vector unitario de direccion. Esto nos permite
obtener las derivadas direccionales de una manera mucho mas facil que aplicando directa-
mente la definicién. Sin embargo, esta féormula no es valida para todo tipo de funciones,
sino solamente para las diferenciables, de ahi que, en ocasiones, tengamos que acudir al
incomodo limite de la definicién.

Ejemplo 3.20. Comprobar que las derivadas direccionales calculadas en los ejemplo 3.17
y 3.18 cumplen la relacion anterior.

Solucion.

1. En el ejemplo 3.17 tenemos f(z,y) = 2> + 3zy?, p(1,2) y i = (

=p
Sl

luego:

fo=20+3y* | f.(1,2)=2+12=14
Jy = 6zy 1

de donde, of . A
—1 —2 —38

2. En el ejemplo 3.18 tenemos f(x,y) = xyz, p(1,0,—1) y

IS
I
—
Sl
Sl
Sl
—

luego:
Je=yz fm<170 1
fyISL’Z fy(1707_1):_1
fz =Ty fz(lvo 1
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de donde,

of 1 1

%(p)=fm(p)-u1+fy(p)-uQ+fz(p)-U3=0+ﬁ+0=ﬁ

Derivada direccional y continuidad. La existencia de todas las derivadas direccionales
de una funcién en un punto no garantiza la continuidad de la funcién en dicho punto, ya
que el calculo de las derivadas direccionales equivale a acercarse al punto sélo mediante
rectas.

Ejemplo 3.21. Estudiar la continuidad y calcular todas las derivadas direccionales en el
punto p(0,0) de la funcién f:R* — R definida por:

2

o = T o @0 #00

0 st (z,y) = (0,0)

Solucion.

1. Continuidad: La funcién no es continua en el punto p(0,0), ya que no existe el limite
en dicho punto. En efecto, si nos acercamos al punto mediante las parabolas y = ax?

resulta:
i %y i x2ax? i a a
(z,y)—(0,0) T* + 1y (2y)—(0,0) T* + a*x z—01+4+a 1+a
y=azx
r—0

luego el limite no existe ya que depende del valor de a. Es decir, segiin la pardabola
por la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor del limite u otro.

2. Existencia de las derivadas direccionales. A pesar de que la funciéon no es continua
en el punto p(0,0), las derivadas direccionales en dicho punto existen en todas di-
recciones. En efecto, sea i = (a,b) € R? un vector unitario dado, ser4:

a—f(o,()) _ 11,mf((o,o) +t(a,b)) — f(0,0) _ 1oy £t 10) = £(0,0)
ou t—0 t t—0 t
—(ta)2(tb) si b=0
4 2
~ 1im (ta) ;r(tb) _ b _a -

I ) b

3.4. Diferenciabilidad
3.4.1. Definicién

Al generalizar un concepto de R a R™, tratamos de conservar las propiedades importantes que considere-
mos en el caso uni-dimensional. Por ejemplo, en R la existencia de la derivada en un punto x implica la
continuidad en el mismo. Sin embargo, para funciones de dos variable, hemos visto que la existencia de las
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derivadas parciales en un punto no implica la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de todas
las derivadas direccionales implica la continuidad. Por esta razon las derivadas parciales, al igual que las
derivadas direccionales, son una extensién en cierto modo poco satisfactoria del concepto de derivada
uni-dimensional. Por tanto, parece natural el deseo de tener una nocién de derivada para funciones de
varias variables que implique la continuidad. Introducimos ahora una generalizacién més conveniente que
implica la continuidad y, al propio tiempo, nos permite extender los principales teoremas de la teoria de
la derivada uni-dimensional a las funciones de varias variables. El concepto que mejor sirve a tal propdsito
es la nocién de diferencial.

Generalizacion del concepto unidimensional. Para funciones de una sola variable f : D C R — R
el concepto de diferenciabilidad se confunde con el concepto de derivabilidad, asi, una funcion y = f(x)
es diferenciable en un punto oy € D sit posee derivada en ese punto. Sin embargo, para varias variables
estos dos conceptos no son equivalentes. Asi, para funciones de dos variable, hemos visto que la existencia
de las derivadas parciales en un punto no implica la continuidad en ese punto, ni siquiera la existencia de
todas las derivadas direccionales implica la continuidad. Esto nos obliga a buscar el verdadero significado
del concepto de diferenciabilidad, separandolo del concepto de derivabilidad, de manera que represente
la “suavidad” de la funcién y de él se deduzca la continuidad, como ocurre en una variable.

Recordemos que una funcién de una variable f : D C R — R se dice que es diferenciable en g € D si el
siguiente limite existe y es finito:

lim f(z) = f(z0)

T—Xo Tr — X

En tal caso el valor del limite se llama “derivada de f en 2¢” y se denota por f’(x¢). Recordemos también
que dicho limite admitia una segunda expresién que era equivalente a la anterior:

lim f(zo+h) — f(z0)
h—0 h

Un primer intento para conseguir un concepto equivalente para funciones de varias variables seria copiar
la definicién anterior extendiéndola a la nueva situacion. Esto, sin embargo, conduce a una expresién que
carece de sentido. En efecto, para n variables tendriamos:

lim f(x) = f(x0)

X—X0 X — XO

donde aparece una divisién por un vector ¥ = X — Xg, operacién que carece de sentido con vectores de
R™ n>1.

Un segundo intento seria sustituir el vector del denominador por su norma o por su longitud orientada.
Pero en este caso la expresién carece de interés, ya que dicho limite sélo existe en puntos muy concretos
del dominio, con lo cual se trata de una propiedad muy restrictiva de dificil verificacién, y, por lo tanto,
deja de representar el concepto de funcion diferenciable. En efecto, para que exista el limite,

lim f(x) — f(x0)

x=xo0 % = xo|

su valor ha de ser 0, ya que, por ejemplo, todas las derivadas direccionales en el punto xq tienen que
coincidir.

Esto hace que tengamos que replantearnos el concepto de funcidn diferenciable de manera que la nueva
visién del concepto sea extendible a n variables.

Replanteamiento del concepto. Partamos de la interpretacién geométrica del concepto. Una funcion
de una variable f(x) es diferenciable en un punto xo de su dominio, si su grdfica tiene recta tangente
en dicho punto. Pero, jqué entendemos por recta tangente a una curva en uno de sus puntos?. De todas
las rectas que pasan por el punto jcudl es la recta tangente?. La recta tangente es una recta que toca a
la curva en un punto, pero que, ademas, la curva se aplana en las proximidades del punto de tangencia,
tratando de confundirse, “por un instante”, con la propia recta. Este aplanamiento en los alrededores del
punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con la recta tangente, es lo que hace que la curva sea
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suave y que se pueda aproximar mediante la recta tangente en los alrededores del punto de tangencia, y
esto es lo que realmente caracteriza el concepto de funcion diferenciable.

y y = f(z)
f(il?o + h)

Recta tangente a la grafica
de y = f(z) en z = xg

f(l’o)

Figura 3.4: Diferencial de una funcién.

La recta tangente a la gréfica de la funcién y = f(z) en el punto P = (zg, f(x0)) viene definida por la
ecuacién

y = f(zo) + f'(wo)(z — x0)

Y en las proximidades del punto tenemos,

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) + 7 (h)

donde r(h) es la distancia (vertical) entre la curva y la recta tangente. Este residuo r(h) es lo que nos va
a permitir caracterizar el concepto de diferenciabilidad. En efecto, una primera observacién nos hace ver
que el residuo r(h) tiende a cero a medida que h tiende a cero. Sin embargo, este hecho no es importante
en la definicién de diferenciabilidad, pues el que limp,_,o #(h) = 0 lo tnico que nos dice es que la funcién
es continua en xg, y seguiria valiendo cero cualquiera que fuera la recta que pase por P, aunque no fuera
la recta tangente, e incluso, aunque la funcién no tuviera tangente. Lo importante, cuando se estudia la
diferenciabilidad de funciones, es que el residuo r(h) tiende a cero mds rdpido de lo que lo hace h. Esto
significa que:

. r(h)

amy e =0

Gréficamente, este limite viene a significar el hecho de que la curva se “embarra” (“se confunde”) con
la recta tangente en los alrededores del punto P. En otras palabras, la curva tiene que ser “suave’en P,
para que “se pueda ver localmente como una recta’ (su recta tangente).

Tratemos de expresar estos conceptos de manera algebraica, desprendiéndolos de sus significados geo-
métricos, con objeto de poderlos generalizar a varias variables. Una recta cualquiera que pase por el
punto P = (zo, f(z0)) vendra definida por la ecuacién: y = f(zo) + A(z — x¢), o lo que es lo mismo
y = f(zo) + Ah donde A es la pendiente de la recta y h =  — xg. Si queremos que esta recta sea la recta
tangente a la curva y = f(x) en el punto P, tendrd que cumplirse:

o) = flao) + Ah () donde Jim "2 —0

Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definicién de diferenciabilidad para funciones de una variable:

Definicién 3.4. Una funcion f: D € R — R es diferenciable en xg € D si existe una constante A tal
que

f(zo+h) = f(zo) + Ah+r(h) con lim r(h)

h—0 h =0

Esta definicién es equivalente a la anterior, en efecto, despejando A de la expresién anterior resulta:

_ fl@wo+h) = flwo) r(h)
A== h - - h
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de donde, al tomar limite cuando h — 0 se ve la equivalencia entre la definicién de diferenciabilidad y la

existencia de la derivada, resultando A = f'(xg).

Generalizacién para dos variables.

Una funcién de dos variable f : D C R? — R es diferenciable en un punto p(xg,yo) de
su dominio, si su grdfica tiene plano tangente en dicho punto. Pero, jqué entendemos por
plano tangente a una superficie en uno de sus puntos?. De todos los planos que pasan
por el punto, jcudl es el plano tangente?. El plano tangente es un plano que toca a la
superficie en un punto, pero que, ademas, la superficie se aplana en las proximidades del
punto de tangencia, tratando de confundirse, “por un instante”, con el propio plano. Este
aplanamiento en los alrededores del punto de tangencia, este “tratar de confundirse” con
el plano tangente, es lo que hace que la superficie sea suave y que se pueda aproximar
mediante el plano tangente en los alrededores del punto de tangencia, y esto es lo que
realmente caracteriza el concepto de funcion diferenciable.

Un plano cualquiera que pase por el punto P = (a:o, yo; [ (o, yo)) vendra definida por la
ecuacion: z = f(xo,y0) + A(z — xo) + B(y — yo). Si queremos que este plano sea tangente
a la superficie z = f(z,y) en el punto P, tendra que cumplirse: hb)

r 7

To,Yo) + (h, k) = f(xo,y0) + AR + Bk +r(h, k) donde lim ——2=0
f(( 0 yU) ( )) f( 0 yO) ( ) (hk)—(0,0) ||(h, k)”

Por lo tanto, podemos establecer la siguiente definicién de diferenciabilidad para funciones
de dos variables:

Definicién 3.5. Una funcién f : D C R? — R es diferenciable en p(zo, yo) € D si existen
dos constantes A y B tales que
f (w0, y0) + (h, k) = f(z0,y0) + Ak + Bk +r(h, k) donde lim M:o
0, Y0 ) 0, 950 ) (h7k:)—>(0,0) H(h,k)”
Proposicién 3.1. Si una funcion f : D C R? — R es diferenciable en el punto p € D,
entonces existen sus deriwadas parciales en dicho punto.

Demostracién. Supongamos que la funcién f : D C R? — R es diferenciable en el punto
p(xo,%0) € D, entonces existen las constantes A y B tales que:
r(h,k
( ? ) O

Zo,Yo) + (h,k)) = f(xo,y0) + Ah + Bk +r(h,k) donde lim ———-% =
f(( 0 yﬂ) ( )) f( 0 yO) ( ) (hok)—(0,0) H(hv )H

Ahora bien, poniendo h = (h,0) en la expresién anterior resulta:

r(h,0) r(h)  f(zo+h,y0) — f(xo,%0) 4
h h h

de donde, al tomar limite cuando h — 0 resulta

lim r(h) _ lim (f(xﬂ + hyyo) — f(@o:90) A>
h—0 h h—0 h

de donde obtenemos

A — lim f(xo + h,yo) — f(20,90) _ g_j:(xo’y())

h—0 h
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De manera analoga, poniendo h = (0, k) obtenemos:

o f@o,yo + k) — f(wo,y0)  Of
B = llﬁli% 2 = (‘3_y<x0’y0>

]

Se tiene entonces que una condicién necesaria para que una funcién f(z,y) sea diferen-
ciable en un punto p = (g, 9) es que existan sus derivadas parciales en ese punto. Sin
embargo, esta condicion no es suficiente, ya que la existencia de todas las derivadas par-
ciales no garantiza la diferenciabilidad. No obstante, lo interesante de esta propiedad es
su negacion logica, o sea: St una funcion no tiene todas sus derivadas parciales, entonces
no es diferenciable.

Como consecuencia de este resultado, podemos establecer la siguiente

Proposicién 3.2. La funcion f: D C R? — R definida en un conjunto abierto D de R?,
es diferenciable en el punto p = (xo,yo) € D, si:

1. FEuxisten las derivadas parciales de f en p

0 0
A= a—i(xo,yo), B = 8—];(%,%)

2. El residuo r(h, k) definido en la expresion:
f((zo,y0) + (h, k) = f(z0,y0) + Ak + Bk + r(h, k)

tiene la propiedad
, r(h, k)
lim

=0
(hk)—(0,0) || (R, k)|

Esta definicion de diferenciabilidad si que garantiza la continuidad de la funcion en aque-
llos puntos en los que es diferenciable, como sucede con las funciones de una variable.

Nota: Con objeto de recorda mejor la expresion, el limite que caracteriza la diferencia-
bilidad se puede expresar de la siguiente forma:
r(h, k)

lim = lim f((z0,y0) + (h,k)) — f(x0,y0) — Ah — Bk
(h,k)—(0,0) || (h, k) || (h,k)—(0,0) m

Y llamando Af = f(xg + h,yo + k) — f(zo,v0) ¥ A(h, k) = Ah + Bk resulta

) r(h, kz) i Af — )\(h, kz)
hm = hm —_— — 0 32
(k)= ©0,0) ||(h, k)| (k)—(00) +/h2 + k2 (3:2)

Con lo cual la proposicion 3.2 se puede enunciar de la siguiente forma:

Corolario 3.1. La funcion f : D C R? — R definida en un conjunto abierto D de R?, es
diferenciable en el punto p = (zo,v0) € D, si:
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1. FEuxisten las derivadas parciales de f en p

0 0
A= 8—£(3707y0)> B = a—g(ﬂfmyo)

2. El siguiente limite vale cero:

(hk)—(0,0) |[(h, k)| (hk)—(0,0) Vh2 + k2

donde, Af = f(xo+ h,yo + k) — f(xo,90) y A(h, k) = Ah + Bk

La diferencial

Si la funcién f: D C R? — R es diferenciable en el punto p = (g, y0) € D, entonces a la
parte lineal en h y k (A(h, k) = Ah + Bk) de la expresién del residuo

f((zo, y0) + (R k) = f(zo,40) + Ah + Bk +r(h,k) con lfim r(h, k)

=0
(hk)—=(0,0) [| (D, k)|

se le llama diferencial de la funcién f en (zg,yo) v se denota por df (x¢,yo). Asi,
df(l‘o, yo) = Ah + Bk

Y dado que, como se vio en la proposicién 3.1, A y B representan las derivadas parciales
de la funcién f en el punto (zg,yo), resulta:

0 0
df (o, yo) = 6_£($0’y0)h + 8—£($0,y0)k

Y teniendo en cuenta que si f(z,y) = z, se tiene h = dx y si f(x,y) =y, se tiene k = dy,
podemos escribir:

0 0
df (zo, yo) = a_j:(ﬂfo, Yo)dx + 8—5(170,190)@

O de manera mas general:
Definicién 3.6 (La diferencial). Si la funcién f: D C R* — R es diferenciable en el

conjunto abierto D de R?, entonces, para cada x = (z,y) € D, se llama diferencial de la
funcion f en x y se denota por df, a la expresion:

“of,  of

Teorema 3.2. Si la funcién f : D C R? — R definida en un conjunto abierto D de R?,
es diferenciable en el punto p = (xo,yo) € D, entonces es continua en ese punto.
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Demostracion. Si f es diferenciable en el punto p = (¢, yo) se tiene

=0

r(h, k)
Zo,Y0) + (h,k)) = f(xo,y0) + AR + Bk +r(h,k) donde lim
f(( 0 yO) ( )) f( 0 yO) ( ) (hJe)—(0,0) H(h7k)H

Tomando limite cuando (h, k) — (0,0) y teniendo en cuenta que

m R o L k) =0
(hk)—(0,0) || (R, k)| (h,k)—(0,0)

tenemos que

(h,kl)lir%o,o) S (o 0) + (1)) = (h,kl)lgzo,o) (f(@o. yo) + Ah + Bk + (k. K)) = f (o, )

luego la funcién es continua en p = (xg, yo). O

El reciproco no es cierto, ya que existen funciones continuas que no son diferenciables.

Ejemplo 3.22. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente
funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

ry

— st (7, 0,0
Frny) = e (z,y) # (0,0)

0 si (v,y) =(0,0)
Solucion.

(a) Continuidad:

fm ——Z = lm a2 =0 Acot = 0= f(0,0)

@y)—=00) \/22 +y2  (@w—=00) /2% + y?
luego la funcién es continua en (0, 0)

(b) Diferenciabilidad: Calculamos las derivadas parciales aplicando la definicién.

— — NPy
0,0y = 1im JOERD SO0 _ g SO 20y VRZHOE_,
ox h—0 h h—0 h L ;

Ok
k) — ) 2 :
9 0,0 = 1 100+ 0 = F0.0) _\ JOR =0\ VP+E _
oy k—0 k k—0 L Jm k
luego,
Ah,k) =0h+0k=0
Por otro lado,
hk
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luego,
hk

L —

lim = im
(k)00 || (A, E)||  (hk)—(00) /A2 + k2 (hk)—(0,0)  +/h2 + k2
hk i hmh m

_™ _
(k) (0.0) B2 + K2 1;15% 2+ m2h? 1+ m?

Luego el limite no existe, por depender de m, y en consecuencia la funcién no es
diferenciable en (0,0). Al no ser diferenciable resulta que df(0,0) no existe, con lo
cual A\(h, k) = 0h + 0k = 0 no tiene ninguna significacion.

Ejemplo 3.23. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente
funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

xy .
Flay) { si (2,y) # (0,0)

x? 492
0 si (z,y) = (0,0)

Solucion.

(a) Continuidad: Nos acercamos al origen a través de la recta y = max
xy Trmax m

1/ —_— — 1/ = ==
(00)—(00) T2 + 2 gﬁ% 2 +m?r? 14 m? J(m)

luego la funcién no es continua en (0, 0)

(b) Diferenciabilidad: Al no ser continua la funcién en el punto (0,0) no puede ser
diferenciable en dicho punto, en consecuencia resulta que df(0,0) no existe.

Ejemplo 3.24. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente
funcion y, en su caso, hallar su diferencial en ese punto.

flx,y) = Va2 +y?

Solucion.

(a) Continuidad: La funcién es continua en (0, 0), en efecto

o Va2 +y2 = V02 +02 =0+ =0= f(0,0)
‘r7y g )

(b) Diferenciabilidad: Las derivadas parciales en el origen no existen, en efecto

OF 0.0y =t L0 = F0.0) _y VIR0 VR B
7 h

= lim — = lim —
ox h—0 h h—0 h—0 h h—0 h

y dicho limite no existe, puesto que
1] 1]

lim — =1 y lim — = -1

h—o0t+ h h—0- h
Luego, la funciéon no es diferenciable en el origen por no existir las derivadas par-
ciales en dicho punto y ser la existencia de las derivadas parciales en un punto p
una condicién necesaria para la diferenciabilidad de la funcién en dicho punto. En

consecuencia resulta que df(0,0) no existe.
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Ejemplo 3.25. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de la funcién f(z,y) = zy*
en el origen y hallar su diferencial en ese punto.

Solucion. Estudiemos primero la diferenciabilidad en el origen

2 folz,y) = 42 £(0,0) =0
flzy) = xy {fy(x’y):%y} 0.0 =0
AF(0,0) = f(0+h,0+k) — £(0,0) = f(h, k) — 0 = hk?

})\(h,k):OthOk:O

luego,
r(h, k)  Af =M k) ) hk? — 0 ) , h

lim — L = im = lim —_— = lim kf————=0
(hk)—0,0) [[(h, k)|l (hk)—(0,0) A2 + k2 (hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—~(00) A2 + k2

Luego la funcién es diferenciable en (0,0) y en consecuencia es continua en dicho punto.

Al ser diferenciable resulta,
df(0,0) = A(h,k) =0h+0k =0

Caracterizacion de las funciones diferenciables

Con objeto de desarrollar una intuicién que permita detectar a priori la diferenciabilidad
de las funciones de varias variables deben tenerse en cuenta las siguientes proposiciones

Proposicién 3.3. Toda funcién polinémica f : R? — R, f(z,y) = >

plad
ij—0 @iy’ es

diferenciable en todo punto (xg,yo) € R?

Proposicién 3.4.

(a) La suma y el producto de funciones diferenciables es otra funcidn diferenciable.

(b) El cociente de dos funciones diferenciables es otra funcion diferenciable en todos
aquellos puntos que no anulen el denominador.

Proposicién 3.5. La composicion de dos funciones diferenciables es otra funcion difer-
enciable.

Ejemplo 3.26. Estudiar la diferenciabilidad de las funciones

2 —zy+1 2

5E2+y2

(a) flz,y) = (b) glw.y) =" (c) h(z,y) =x2€$2+y2+seni;gy;z

Solucion.

(a) La funcién es diferenciable en R? —{(0, 0)} por tratarse del cociente de dos funciones
polinémicas y el unico punto que anula el denominador es el (0, 0).

(b) La funcién es diferenciable en todo R? por tratarse de la composicién de dos fun-
ciones diferenciables.

(c) La funcién es diferenciable en todo R? por tratarse de suma de funciones diferen-
ciables.
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Funciones de n variables.

El concepto de diferenciabilidad se puede extender a funciones de cualquier nimero de variables, de
manera andloga a como se ha hecho al caso de dos variable.

Definicién 3.7. Se dice que la funcion f : D C R™ — R definida en un conjunto abierto D de R™, es
diferenciable en el punto xg = (21, -+ ,x,) € D, si existen las derivadas parciales de f en xq

of

i =
&mi

(X0)7 7::172’"'7”

y si el residuo r(h) definido en la expresion:

f(xo+h) = f(xo) + Y Ashi +r(h)

i=1
(donde h = (hy,--- ,hy) € R™ es tal que xo +h € D) tiene la propiedad

r(h)
lim - =0
h—0 |[h

Esta definicién de diferenciabilidad también garantiza la continuidad de la funcién en aquellos puntos en
los que es diferenciable, como sucede con las funciones de una y dos variable.

Nota: Con objeto de recorda mejor la expresién, el limite que caracteriza la diferenciabilidad se puede
expresar de la siguiente forma:

r(h) . f(xo+h)— f(xo) — >0 Aihy

lim —+ = lim
h—0 [[h]| (k)= (0.0) Rt 1 h2

Y llamando Af = f(x¢ 4+ h) — f(xo) y A(h) = DI, A;h; resulta

) AS M)

=lim ———~— =0
h—o ||h||  h—o \/pZ 4.+ 2

La Diferencial

Si la funcién f : D C R™ — R es diferenciable en el punto xo = (1, ,x,) € D, entonces a la parte
lineal en h;, i =1,2,--- ;n (A(h) = A1hy +--- + A, h,) de la expresion del residuo

f(xo+h)= f(x0) + Ath1 +---+ Aphy, +7(h) con lim B

se le llama diferencial de la funcién f en xq y se denota por df (xo).

df(X()) = A(h) = A1h1 + -4 Anhn

Y dado que los coeficientes A; i = 1,--- ,n representan las derivadas parciales de la funcién f en el punto
X, resulta
of of

d, = = hi+--+ —=— hn

f(x0) = 5 (x0)h1 + - + By (x0)
Y teniendo en cuenta que si f(x1,---,2,) = 1, se tiene hy = dxy y si f(z1,--- ,2,) = Xy, se tiene
h, = dx,,, podemos escribir: o) Bf( P 8f( y

Xg) = = (x0)dx1 + - + = (x0)dT,
0 5y \X0)dT1 y 0

Y, en general, podemos enunciar la siguiente



32 CAPITULO 3. DERIVACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Definicién 3.8 (La diferencial). Si la funcién f: D CR™ — R es diferenciable en el conjunto abierto

D, entonces para cada x = (x1,--+ ,x,) € D, se llama diferencial de la funcidn f en x, y se denota por
df, a la expresion
of of
df = =—d s+ —dz,
f ox TL dy v

Condicién suficiente para la diferenciabilidad

Teorema 3.3. Sea f : D C R" — R wuna funcion definida en el conjunto abierto D de
R™. Si las funciones (derivadas parciales)

?ngRVHR i=1,2,---,n, DCD
T

son continuas en el punto xg € D, entonces f es diferenciable en xq

Demostracion. (Opcional, caso n = 2) Sea la funcién f : D C R* — R tal que las
funciones derivadas parciales sean continuas en un punto p = (xg, o). Sea x = (x,y) un
punto préximo a p y sea q = (xg, Yo + k). Tenemos:

Af=fx)—-flp)=

[f(x) — f(a@)] + [f(a) — f(P)]

Aplicando el teorema del valor medio en
cada corchete, resulta

z 7 Af = faler)h+ fylca)k

—om-2os 7”47”7/01(370, Yo + k)
h -7 \ ocy Y al ser las parciales continuas en el punto

. p sera:

Af = (folp) +e)h+ (fy(P) + )k =
= fa(P)h + fy(c2)k + e1h + e2k

Figura 3.5: valor medio.

Luego f es diferenciable en p m

El reciproco de este teorema no es cierto, ya que existen funciones diferenciables en un
punto p y sin embargo sus derivadas parciales en dicho punto no son continuas. Por lo
tanto, si las derivadas parciales no son continuas, entonces no podemos asegurar nada.
No obstante, este teorema permite comprobar la diferenciabilidad de una funciéon de una
manera facil, y se puede extender a un dominio D de la siguiente forma: Si las derivadas
parciales son continuas en un dominio D entonces la funcion es diferenciable en ese
dominio.

Recapitulando, podemos resumir las condiciones de diferenciabilidad de la siguiente forma:

Condiciones necesarias de diferenciabilidad:

» 5% la funcion es diferenciable en un punto, entonces es continua en ese punto.
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s Si la funcion es diferenciable en un punto, entonces existen las derivadas parciales
en ese punto.

Condicién suficiente de diferenciabilidad: S¢ las derivadas parciales son continuas
en un punto, entonces la funcion es diferenciable en ese punto.

Los reciprocos de los teoremas anteriores no son ciertos. Para recordarlos podemos realizar
el siguientes esquema grafico

/ Continuas \

@(isten derivadas parciaQ

Diferenciables

Parciales
continuas

Diferenciables

\_ ) N J

Figura 3.6: Parciales continuas = Diferenciable =-Continua Diferenciable =-Existen parciales

Ejemplo 3.27. Estudiar la diferenciabilidad de las funciones

2

(a) f(z,y) = zy? (b) g(x,y) = ety (¢) h(z,y,2) =sen(z +y* — 2?)
Solucion.

(a) Las derivadas parciales de la funcién f(z,y) = xy? son:

folmy)=y*  fylz,y) =22y
que son funciones continuas en R?, luego la funcién es diferenciable en R2.

(b) Las derivadas parciales de la funcién g(z,y) = e ¥ son:

+y?

9o, y) = 2e™ gy(,y) = 2ye™ ¥’

u n funcion ntinu n u uncién iferenci n R-.
e son funciones continuas en R?, luego la funcién es diferenciable en R?

(c) Las derivadas parciales de la funcién h(z,y,z) = sen(z + y* — 2?) son:

hx(xv Y Z) = COS(ZL‘ + y2 - 22)
(g, 2) = 2ycos(z + v — 22
h.(x,y,2) = =2z cos(x + y?* — 2?%)

que son funciones continuas en R?, luego la funcién es diferenciable en R3.
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3.4.2. Diferenciabilidad y derivadas direccionales

El cdlculo de la derivada direccional aplicando el limite (3.1) que aparece en la definicién resulta un poco
engorroso. No obstante, para las funciones diferenciables existe la posibilidad de calcular las derivadas
direccionales de una manera mucho mas facil. Como la suma de los productos de las derivadas parciales
por las componentes del vector unitario de direccion. En efecto,

Teorema 3.4. Sea f : D C R™ — R una funcidn diferenciable en el punto xg € D, y seau = (uy, -+, up)
un vector unitario. Entonces
= Z axi (Xo)ui
1=1
Demostracion. Al ser f diferenciable en x( se tiene que:
- h
f(x0+h) Z (h) donde hr% T”(h”) 0

Limitemos el incremento de la funcién f sélo a la direcciéon marcada por el vector u. Para ello, escribamos
el vector h como h = tu, t € R, luego sera: h; = tu;, con lo cual nos queda

f(xo+tu) — f(x Zaf i + r(tu)
=1

de donde, dividiendo po t, resulta

f(xo + tu) Z (tu)

XO Uq
ox; ! t

Y teniendo en cuenta que [|h| = |[tu|| = [¢|]|u]] = |t], pues el vector u es unitario. Es decir, ¢ es la longitud
orientada por u del vector h, es decir, la longitud de este vector con signo positivo, si el vector h tiene la
misma direccién que el vector u, y con signo negativo en caso contrario. Es decir, t = £||h||. Con lo cual
decir que h — 0 equivale a decir que ¢ — 0. En consecuencia tomando limite en la expresién anterior
cuando t — 0, (y teniendo en cuenta que los primeros sumandos del 2° miembro no dependen de h ni de
t) resulta

. [(xo —l—tu - 7(h)
lim E .+ 1
=0 o ||k

El limite que aparece en el primer miembro es la derlvada direccional de la funcién f en el punto x segun
la direccién del vector unitario u (ver (3.1)), y el limite que aparece en el segundo miembro es cero por
ser la funcién diferenciable. En consecuencia resulta:

af " Of
a0 = < O,
E_]emplo 3.28. Calcular, usando las derivadas parczales la derivada direccional de la funcion f(x,y) =

22 +1y?% en el punto p(1,1) en el sentido del vector que parte de p y forma un dngulo de 60° con el sentido
positivo del eje OX.

(x0)u; O

Solucion. Hallamos el vector unitario de direccion,
1
U = (cosa,sena) = (5, =)
Hallamos las derivadas parciales en el punto p(1,1)

fz:2$ fm(Ll):
fy =2y 1,1
de donde,
V3

Dy f(1,1) = fo(1, D)y + f,(1, D)ug = 2% +2- =1+ V3
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3.4.3. La derivada segin una direcciéon curva

La derivada direccional también se puede aplicar para direcciones curvas. En este caso se entiende que el
vector director es el vector tangente a la curva.

Vector tangente a una curva plana

Como vector tangente podemos elegir cualquiera de los vec-
tores siguientes, todos ellos paralelos entre si:

Y

o = (drdy) || (1, 5) = (Ly'@) | (#(0)5/(1)

f(xo)

Figura 3.7: Vector tangente.

Ejemplo 3.29. Calcular la derivada del campo escalar z = arctan(zy) en el punto p(1,1), segin la
direccion de la pardbola y = 22, en el sentido del crecimiento de la abscisa.

Solucion. Hallamos el vector tangente unitario a la parabola y = 22, en el punto p(1,1), con la primera
componente positiva.
ir = (1,4 () =(1,22) — 7Bp(1,1)=(1,2)

Br(L, 1) =Vi+d=V5 — ir(l,1)=(—

9z — % %(1 1) = 1 _1 de donde,

1 T 2
or TV b o P19 _11 12 3
oy 1+ 222 @(1’1)_1+1:§ dir 25 25 25

3.5. Gradiente

3.5.1. Definicion

Si la funcién es diferenciable, entonces la derivada direccional y el diferencial recuerdan
un producto escalar

Dﬁf = fxul + fyu2 = (fzafy) : (ulauQ) = V—)f v
df = fudx + fydy = (fa, fy) - (dx,dy) = V f-

Este resultado nos hace tener en consideracion el vector cuyas componentes son las
derivadas parciales de una funciéon en un punto. Asi, Dada una funcion diferenciable
de dos variables, se llama vector gradiente de dicha funcion en un punto p, al vector
cuyas componentes son las deriwadas parciales de la funcion en dicho punto. Y se denota

por cualquiera de los simbolos grad f(p), Vf(p) o V—>f(p)

grad(p) = V1(0) = T1(0) = 0. 5 )
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De manera analoga se define el vector gradiente para tres o mas variables

erad(p) = V1) = V10) = (5 0. 5 00, 5 )

Formalmente la definicion es la siguiente:

Definicién 3.9. Sea f: D C R" — R una funcion diferenciable definida en el conjunto
abierto D de R™. Se define el (vector) gradiente de la funcién f en el punto xo € D, como
el vector de R™ dado por

0 0 0
grad (o) = ( 7Gx 5L 6o+ o))

Ejemplo 3.30. Hallar el vector gradiente de la funcién f(x,y) = 2%y + zy* en el punto
(_17 2)

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y las evaluamos en el punto (—1,2)

fo =2y + 12 fo(=1,2)=—4+8=14
f=a 4302 [ f,(-1,2)=1-12=—11

de donde,

—

VF(-1,2) = (4,-11)
r+y

Ejemplo 3.31. Hallar el vector gradiente de la funcion f(x,y,z) = en un punto

genérico.

Solucion. Hallamos las derivadas parciales

1 )
fx:_
1 11
1 p— —T—y
= — v = Ty Ty
Ty 2 / (z’z z >
r+y
fZ: 2
z y,

Nota. Para funciones de una variable y = f(z) tenfamos que:

df = f'(x)dz = f'(z) - h
Para funciones de varias variables tenemos que:

df = fxd$+fydy: (fx»fy) (?{;) =V/f-h

Si se comparan ambas expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede pensarse como
la generalizacion del concepto de derivada para funciones de varias variables. Si bien, hay
que advertir que mientras que la derivada de una funciéon de una variable en un punto es
un numero, la derivada de una funcién de varias variables es un vector.
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3.5.2. Vector gradiente y derivada direccional

A partir del vector gradiente, la derivada direccional de una funcién diferenciable f en un
punto p en la direccién del vector unitario 4, se puede expresar como un producto escalar

%(p) =V

Es decir, la derivada direccional de la funcion f en el punto p en la direccion del vector
unitario U es el producto escalar del vector gradiente de f en el punto p por el vector u.
Este hecho permite obtener las siguientes propiedades

Propiedades:

(a) Si en un punto p el gradiente es cero, entonces todas las derivadas direccionales en
ese punto valen cero.

Vfip)=0 = D;f(p)=0, -cualquiera que sea ¥

(b) La derivada direccional es mdzima en la direccion y sentido del gradiente, minima
en sentido contrario, y nula en la direccion perpendicular al gradiente, ademds, el
valor mdximo de esta derivada es el modulo del gradiente.

En efecto, teniendo en cuenta que el producto escalar de dos vectores es el producto
de los moédulos de los vectores por el coseno del angulo que forman, y llamando 6 al

—
angulo que forman el gradiente V f y el vector de direccién u, resulta

of — — . — —
g P) =V a= VAl - cos 0 = [V f]| -1 - cos & = ||V f]lcos §

H
Ahora bien, —1 < cosf < 1, luego el valor maximo del producto ||V fl|cos@ se
obtiene cuando cosf = 1 y el valor minimo cuando cosf = —1, es decir,

—
Cuando V f y @ son vectores de la misma direccion y sentido, se tiene 8 = 0, y por
lo tanto cos # = 1, de donde,

of — — B — —
g P) =V a= |Vl cos0=[IVF]-1-1=[Vf]
—
Cuando Vf y u son vectores de la misma direccién pero de sentidos opuestos, se
tiene # = 7, y por lo tanto cos ¢ = —1, de donde,
of

5(0) = V-1 = V]| - [l - cosw = [VF] - 1- (~1) = <[V ]|

—
Y cuando Vf y 4 son vectores perpendiculares, se tiene = 7/2, y por lo tanto
cos 0 = 0, de donde,

of — —

5 P) = Vi =V lal - cosm/2 =V f]|-1-0=0
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Esquematicamente:
Vi u = Duf(p)=|Vf(p)ll Mixima
— —
Vi 2 i = Dif(p)=—|Vf(p)[| minima

N
ViLli = Dif(p)=0

Ejemplo 3.32. La temperatura en grados Celsius, sobre la superficie de una placa metdli-
ca, viene dada por T(x,y) = 20 — 42 — y?, midiéndose x e y en pulgadas. Desde el punto
(2,3) sEn qué direccion crece la temperatura mds rdpidamente? ;A qué razdon se produce
ese crecimiento?.
Solucion: La direcciéon de maximo crecimiento es la direccién del gradiente, y la razén de
ese crecimiento su moédulo, en consecuencia hallamos el gradiente y lo evaluamos en el
punto (2, 3)

o —

Vf=(T,,T,) = (—8z,—2y) — Vf(2,3)=(-16,6)
luego la direccién de méximo crecimiento es la del vector ¥ = V—>f(2, 3) = (—16,6), y la
razéon de méaximo crecimiento es el moédulo de gradiente, luego,

D;T(2,3) = ||V—>f(2,3)|| = ||(=16,6)|| = V162 + 62 = /256 + 36 = V292 = 17/09° /pul.

3.5.3. Gradiente y curvas de nivel

z Las curvas de nivel de la superficie de
ecuaciéon z = f(x,y) se obtienen déndole
a z un valor numérico concreto. En conse-
cuencia, caminando sobre la curva de ni-
vel, los valores de la funcién no cambian
durante el recorrido. Es decir, al mover-
nos por la superficie siguiendo una cur-
va de nivel, los valores de la funcién se

mantienen constante, y, por lo tanto, es
de esperar que la derivada de la funcién
en esa direccion sea cero. Es decir,

— .
DﬁTf(I)) =V/f-iir=0
Figura 3.8: Gradiente-curva de nivel.

Esto significa que en cada punto de una curva de nivel el vector gradiente es perpendicular
al vector tangente a la curva de nivel y, en consecuencia, en cada punto de una superficie,
el vector gradiente es perpendicular a la curva de nivel que pasa por ese punto.

Otra manera de verlo es la siguiente: En cada punto (x,y) de la curva de nivel se tiene
f(x,y) =k, de donde, df (x,y) = 0, y por lo tanto, f,dz+ f,dy = 0, de donde, expresdndolo
en forma vectorial resulta

(for f,) - (de,dy) =0 = Vf-Tr=0 = VfLor
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3.6. Plano tangente

3.6.1. Vectores normales

Vector tangente

(a) A una curva plana.

Como vector tangente podemos elegir cualquiera de los
y y = f(z) vectores siguientes, todos ellos paralelos entre si:

i = (dr,dy) | (1,90 = (Ly/@) || (#(0)./(0)

f(@o)

Zo

(b) A una superficie. De manera analoga, a lo anterior

0
y = cte. — By = (dz,0,d2) || (1,0, %)
Or = (dz,dy, dz) & Oz
T ) ) \ . Oz
x = cte. — v = (0,dy,dz) || (0,1, (9_y)

Vector normal a una curva plana

Se llama vector normal a una curva, en un punto de la misma, al vector perpendicular a
su recta tangente en dicho punto. Analogamente, se llama vector normal a una superficie,
en un punto de la misma, al vector perpendicular a su plano tangente en dicho punto.
Es evidente que si existe un vector normal entonces existen infinitos, ya que si 7, es un
vector normal, entonces también lo es A7,, con A € R

(a) Curvas dadas de forma explicitas y = f(x)

Dada una funcién de una variable y = f(z)
y un punto (zg,¥yo) de la misma, el vector
tangente a su grafica en dicho punto ven-
dré definido por (dz, dy), o bien, (h, f’(zo)h),
o mds simplificado, ¥p = (1,f’(x0)), y en
consecuencia, el vector normal a la curva en
el punto (xg, yp) vendra definido por

61) = <_f,<x0)’ 1)

)
f(xo+ h)

f(xo)

Figura 3.9: Vector normal a una curva.

Donde se ha tenido en cuenta que para calcular un vector perpendicular a otro conocido
del plano basta con cambiar las coordenadas de orden y una de ellas de signo.
(b) Curvas dadas en forma implicita F(z,y) =0

Dada una curva plana de ecuacién y = f(z), igualando a cero (o a una constante) la
ecuacién, podemos considerar la curva y — f(z) = 0 como una curva de nivel de una
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funcién de dos variables F(z,y) = 0, siendo F(x,y) = y — f(z), con lo cual el vector
gradiente de esta funcion serd un vector normal a la curva dada.
U, =VF

2

Ejemplo 3.33. Hallar el vector normal a la pardbola de ecuacion y = x= en el punto

(1,1)

Solucion. Igualando la ecuacion a cero, resulta

Y y:gj2 — y—ZL’QZO - F([L‘,y):y—Qf?
4 y=a?
5 de donde,
/. Fo(z,y) = =2z
21, -\
7, T Fo(r,y) =1 }VF(xjy) =2
1 P 1
. uego,
- i 2 Uy = VF(1,1) = (=2,1)

Figura 3.10: y = 2?

Vector normal a una superficie

(a) Superficies dadas de forma explicitas z = f(z,y)

El vector normal 7, a una superficie S en un punto P de la misma, serd un vector
perpendicular al plano tangente a la superficie en dicho punto. Ahora bien, el vector per-
pendicular al plano tangente en el punto P serd perpendicular a cualquier recta tangente
a la superficie en dicho punto. Un vector, genérico, tangente a la superficie viene dado
por las componentes (dx, dy, dz). En particular, los vectores tangentes a la superficie, en
el punto P, en las direcciones de los ejes OX y OY vienen dados respectivamente por:

. 9 = 0
Uy = (1,0, a—i(%’yo)) » Uy = (0’ L, 3_£<I0’y0>>

El vector normal a la superficie ha de ser perpendicular a los dos vectores vy, y vr,, luego
se puede obtener a partir del producto vectorial de los mismos, asi

i k
T)’p = T_J’Tm X ﬁTy =1 0 fr(ajanO) = ( - f:v(x(]?yO)’ _fy(x(]?yO)v 1)
0 1 fy(xo,¥0)

nota: Para que la existencia del plano tangente en el punto P(xg, yo, 20) esté garantizada,
la funcién ha de ser diferenciable en el punto p(zg, yo)

[—pS

(b) Superficies dadas de forma implicita F(z,y,z) =0

Dada una superficie de ecuacién z = f(x,y), igualando a cero (o a una constante) la
ecuacién, podemos considerar la superficie z — f(x,y) = 0 como una “superficie de ni-
vel”de una funcién de tres variables F(z,y, z) = 0 siendo F(z,y,2) =y — f(z,y), con lo
cual el vector gradiente de esta funcion serd un vector normal a la superficie dada.

T, =VF
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Es evidente que si la funcién viene definida de manera explicita z = f(z,y), entonces
ambos procedimientos coinciden. En efecto, haciendo F(z,y,z) = z — f(z,y), resulta

61, =VF = (F;p,Fy7Fz) = (_f:va _fya 1)

Ejemplo 3.34. Hallar un vector perpendicular al plano 3v —y + 2z = 3

Solucion. Consideramos la funcién: F(z,y, z) = 3z — y + 2z, de donde
F,=3, F,=-1 F,=2

luego,
U, =VF=(3,-1,2)

Ejemplo 3.35. Hallar un vector perpendicular a la superficie x* + yz = 5 en el punto
(1,2,2)

Solucién. Consideramos la funcién: F(x,y, z) = 2 + yz, de donde
F,=2z, F,=2 F,=y — Vf=(2x2y)

luego,
U, =VF(1,2,2) =(2,2,2)

3.6.2. Plano tangente

Consideraciones geométricas

Ecuacion de un plano

Para hallar la ecuacién de una recta, de una curva, de un plano, o de cualquier lugar geométrico, el
procedimiento habitual es el denominado del “punto genérico”, que consiste en suponer un punto genérico
X de la figura geométrica correspondiente y relacionarlo con los datos que disponemos. Buscaremos una

relacién que vincule al punto X con los datos del problema y que cumplan los puntos de la figura
geométrica y sélo ellos. La relacion puede ser vectorial, trigonométrica o de cualquier tipo.

(a) Ecuacién de un plano conocido un punto del mismo y dos vectores paralelos al plano, pero no paralelos
entre si.

—

Si unimos el punto P con el punto X mediante el vector PX,
P

resultard que los tres vectores , ¥ y PX son coplanarios y por lo

U e X tanto seran linealmente dependientes y, en consecuencia, el deter-
P ﬂ minante de la matriz de sus componentes sera cero.
U
PX PX
i Linealmente dependientes <= | ¢ | =0
U v

(b) Ecuacién de un plano conocido un punto del mismo y un vector normal al plano.

—
. Si unimos el punto P con el punto X mediante el vector PX,
n . SV - .

T resultard que los vectores PX y 7 son perpendiculares y por lo
i tanto su producto escalar sera cero.
P

P —_—
nlPX<+<—=n-PX=0
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Plano tangente

Desde el punto de vista geométrico se llama plano tangente a una superficie en un punto
al plano que contiene a todas las rectas tangentes a la superficie en dicho punto, o mejor
dicho, a las rectas tangentes de todas las curvas trazadas sobre la superficie que pasan
por el punto. Si todas las tangentes no estan sobre el mismo plano, entonces se dice que
el plano tangente no existe.

Desde el punto de vista analitico para que exista el plano tangente a una superficie en un
punto de la misma, la funciéon que define la superficie ha de ser diferenciable en el punto
correspondiente.

(a) Superficies dadas de forma explicita z = f(z,y)

El plano tangente ha de contener todas las rectas tangentes a la superficie en el punto
correspondiente, luego, en particular, ha de contener las rectas tangentes en las direcciones
de los ejes OX y OY, por lo tanto, los vectores

) o ; 0
Ve = (17 07 8_£($07y0)) ) UTy = (07 1a a_g(wo’ yO))

seran paralelos al plano buscado.
En consecuencia el plano tangente buscado contiene al punto (xo, vo; [ (o, yo)) y es para-
lelo a los vectores U7, = (1, 0, fu(xo, yo)) y Oy = (O, 1, f, (o, yo)), por lo que su ecuacién
sera:
T—Zo Y—Y% <2~ %0
1 0 fu(20,90)| = 0
0 1 fy(xo,90)

de donde resulta z — 2o — fo (0, yo)(z — x0) — fy (%0, Yo)(¥y — Yo) = 0 que se puede expresar
de la forma:

2 — 20 = fa(To,y0)(x — 20) + fy(20,%0) (Y — vo)

o bien, despejando z, y poniendo zy = f (¢, yo) resulta

z = f(wo,90) + fo(z0, y0)(x — o) + fy (70, %0) (Y — Yo) (3.4)

nota: Si la funcién no es diferenciable, entonces la ecuacién anterior no representa el plano
tangente, ya que en este caso el plano tangente no existe. Es decir, si la funcion no es
diferenciable, pero tiene derivadas parciales, podemos construir la ecuacién anterior, pero
en este caso dicha ecuacién no representa el plano tangente, sino simplemente un plano
que pasa por el punto (zg, yo).

Al mismo resultado llegamos sabiendo que el vector ¥, = (—f,, —fy,1) es perpendicular
al plano buscado. En este caso sera v, .px = 0, y en consecuencia obtenemos el mismo
resultado.

—fx($0>y0) ) (75 - xo) - fy(l“o,yo) : (?/ - yo) +2—20=0
de donde,
z—20 = fo(wo,%0) - ( — 20) + fy(T0,%0) - (¥ — %0)

que es el mismo resultado anterior.
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Ejemplo 3.36. Hallar la ecuacion del plano tangente al paraboloide z = x* + y* en el
punto P(2,—1;5)

Solucion. Hallamos el gradiente en el punto p(2, —1)

7 =2x | z(2,-1)=4 o
Zy=2y} 2)(2,—1) = —2 }VZ(Z 1) =(4,-2)

de donde: z — 5 =4(z —2) — 2(y + 1) o bien, simplificando, 42 — 2y — z =5

(b) Superficies dadas de forma implicita F(x,y,z) =0

Dada una superficie de ecuacién z = f(x,y), igualando a cero (o a una constante) la
ecuacion, podemos considerar la curva z — f(x,y) = 0 como una “superficie de nivel”de
una funcién de tres variables F'(z,y,z) = 0, siendo F(z,y,z) = y — f(z,y), con lo cual
en cada punto (z,y,z) el vector gradiente de esta funcién serd un vector normal a la
superficie dada.

T, =VF

En consecuencia, el plano tangente a la superficie en el punto P(xg, 4o, 20) sera el plano
que contiene a P y tiene por vector normal a VF(xzg,yo, 29). Para hallar su ecuacion,

H
tomamos un punto genérico X (x,y, z) del plano, y tendra que ser VF(xg, 4o, 20) L PX,
%

y en consecuencia su producto escalar ha de ser cero VF(xg, o, 20) - PX = 0, luego su
ecuacion sera:

oF oF oF

%(xo,yo,zo) : (iE - $o) + 8—y($0,yo,zo) : (y - yo) + 5(%,?/0, ZO) ) (Z - Zo) =0 (3-5)

Recta normal

Se llama recta normal a una superficie S en un punto P(zg, yo, 20) de la misma, a la recta
que pasa por P y tiene por vector director al vector normal a la superficie en dicho punto.
Es decir, la recta perpendicular al plano tangente a la superficie en P. Teniendo en cuenta
que el vector normal a la superficie en el punto P(z,yo, 20) s VF (xq, Yo, 20), podemos
concluir que la ecuacién de la recta normal a la superficie en el punto P viene definida
por las ecuaciones:

T — Xo o Y — Yo 2= 20

— = 3.6
Fx<x0ay07z0) Fy(anymZO) Fz(anyOVZO) ( )

Ejemplo 3.37. Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal al paraboloide
de ecuacion 2% —2z* —2y* — 12 =0, en el punto (1,—1,4)

Solucion: Consideramos la funcién F(z,y, z) = 22 —2x* —2y* — 12 y hallamos su gradiente
en el punto (1,—1,4)

F,=—4x ) Fy(1,-1,4) = —4
Fy=—4y % F,(1,-1,4) =4 $VF(1,-1,4) = (-4,4,8) || (-1,1,2)
FZZQZ Fz( =
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Luego el plano tangente es: —1(x — 1) + 1(y + 1) + 2(z — 4) = 0 y simplificando resulta
r—y—2z2+6=0
y la recta normal

r—1 y+1 =2-4
-1 1 2

Existencia del plano tangente

Para construir la ecuacion del plano tangente a una superficie en un punto lo tinico que necesitamos son
las derivadas parciales de la funcién en dicho punto, sin embargo, no siempre dicha ecuacién representa
al plano tangente. Para que la ecuacién (3.4) represente, realmente, el plano tangente a la superficie
z = f(z,y) en el punto P(xo, Yo, 20) es necesario que la funcién f sea diferenciable en el punto p(zo, yo).
No debe olvidarse que las derivadas parciales pueden existir, incluso, en puntos donde la funcién no es ni
siquiera continua, y no tiene sentido hablar de plano tangente en dichos puntos. El concepto geométrico
de tangencia es el mismo que el concepto analitico de diferenciabilidad. Asi, si la funcién f: D C R? — R
es diferenciable en p(zg, yo) entonces diremos que la ecuacién (3.4) define al plano tangente a la superficie
z = f(z,y) en el punto P(zo,yo; f(2o, yo)). Sila funcién no es diferenciable en el punto p(zo, yo), entonces
el plano tangente a la superficie en el punto correspondiente no existe, con lo cual el plano obtenido con
la ecuacién (3.4) no representa al plano tangente en el sentido preciso que se entiende en matematicas.

Significado geométrico de la tangencia
Si la funcién f es diferenciable en el punto p(xg,yo), seré:
r(h, k)

M

af af , ,
= 1
f(xo+ h,yo + k) = f(xo0,y0) + 5= (20, yo)h + == (z0,%0)k + r(h,k) donde (h,k)1—>m(0,0) (| (R, )l

or ox

con lo cual, poniendo h = =z — xg, k = y — yo, la expresion anterior se convierte en:
of of
f(z,y) = f(xo,y0) + %(l‘o,yo)(x —x0) + %(l‘o,yo)(y —yo) +7(z — 20,y — ¥o)

donde lim 7"($ —Z0,Y — yo) —0
(z.9)—(z0,90) ||(x — Z0,y — yo) ||

Ahora bien, teniendo en cuenta la ecuacién del plano tangente

z = f(20,90) + fz(20,y0)(x — x0) + fy(z0,Y0)(y — ¥o)

donde z representa la altura en el punto x = (z,y) hasta el plano
tangente.
Resulta que el residuo r(z — 2o,y — yo) se puede expresar como

r(x —x0,y — o) = f(z,y) — 2

. Es decir, el residuo es la diferencia entre la z de la funcién z =
Figura 3.11: Plano tangente. f(z,y) en el punto x = (z,y) y la 2z en el mismo punto del plano
tangente a la gréfica en p = (zg, o)

El hecho de que f sea diferenciable en p = (x0,y0) no sélo nos dice que r es muy pequefio en torno al
punto p, sino, ademds, que es mucho mas pequefio que la distancia de p a x, es decir r << ||px|| .
El hecho de que el residuo r — 0 cuando x — p s6lo nos dice que la funcién es continua en p. Lo

r
que realmente da el cardcter de tangencia es el hecho de que H — 0 cuando x — p. Este hecho
px

geométricamente viene a significar que la superficie se aplana en los alrededores del punto p tratando de
confundirse, por un instante con el plano tangente.
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3.6.3. Recta tangente y plano normal a una curva en el espacio

(a) Curvas dadas en forma paramétrica

Las coordenadas de un punto genérico X(z,y,z) de la cur-

z T va vendran dadas en funcién del parametro ¢, resultando
f(p) X (z(t),y(t), 2(t)). En consecuencia, el vector tangente en dicho
! punto genérico serd vy = (2/(t),y/(t), 2/(t)). de donde resultan
120
L Yo Y (a) Recta tangente en el punto P(xg,yo, 20)
G
wo/ Py T—To _Y—Y _ Z—Z0
x z'(to)  y'(to)  2(to)
Figura 3.12: curva en el espacio (b) Plano normal en el punto P(zo, yo, 20)

' (to)(z — zo) + 4/ (to)(y — yo) + 2’ (to) (2 — 20) = 0

Ejemplo 3.38. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva
r=t y= 2 =13
en el puntot =1

Solucion. Hallamos las coordenadas del punto P y del vector tangente v correspondientes al valor del
pardmetro t = 1
t=1— P(1,1,1)
2(t)=1 (1) =1
y'(t) =2t y(1)=2 »vr=(1,2,3)
2 (t) = 3t> Z'(1)=3
de donde,

(a) Recta tangente en el punto P(1,1,1)

(b) Plano normal en el punto P(1,1,1)
(lz—1)+2(y—1)+3(z—1)=0
Ejemplo 3.39. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva
z=t—2 y=3t2+1 z=23
en el punto donde corta al plano yz

Solucion. En el punto donde la curva corta al plano yz serd z = 0, luego t — 2 = 0, de donde t = 2. En
consecuencia.
t=2— P(0,13,16)

2/ (t) = 2(2)=1
y'(t) = 6t y'(2) =12 »vpr = (1,12,24)
2 (t) = 6t> Z'(2) =24

de donde,
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(a) Recta tangente en el punto P(0,13,16)

y—13 2-16
12 24

x

L=

(b) Plano normal en el punto P(0,13,16)
24120y —13) + 24(s —16) =0 — x4+ 12y + 24z — 540 =0

Curvas dadas como interseccion de dos superficies

Sean las superficies definidas por las ecuaciones F(z,y,z) =0y G(z,y,z) = 0.

Dichas superficies se cortaran en la curva definida por el sistema

VF de ecuaciones:
VG F(x,y,2) =0
G(z,y,2) =0
Los vectores gradientes VF' y VG en cualquier punto de la curva
- G de corte seran normales a sus respectivas superficies y por tan-
T

to serdn normales a la curva de corte, en consecuencia el vec-
tor perpendicular a ambos definido por su producto vectorial
Figura 3.13: curva en el espacio or = VF x VG seréd tangente a la curva de corte, de donde,
si sus componentes son Uy = (v, v2,v3) resultan
(a) Recta tangente en el punto P(xo, Yo, 20) U R [ —
U1 V2 U3

(b) Plano normal en el punto P(xg,yo0,20) v1(x — o) + v2(y — yo) +v3(z — 20) =0

Ejemplo 3.40. Hallar la ecuacion de la recta tangente y del plano normal a la curva definida por la
interseccion del elipsoide x2 + 4y? + 222 = 27 y el hiperboloide x> +y*> — 22% = 11 en el punto P(3,-2,1)

Solucién. Hallamos los vectores gradientes en el punto P(3,—2,1)

= 21T F,=6

F(x,y,2) =a2* +4y* +2:*{ F, =8y F,=-16 3 VF(3,-2,1) = (6,-16,4)
F, =4z F, =4
F, =2z F,=6
Glz,y,2) =2 +y* —222{ F, =2y F,=—-4 3 VG(3,-2,1) = (6,4, —4)
F,=—4z F,=—4
luego, el vector tangente serd:
i k
or=16 —16 4 |=(80,48,72) = 8(10,6,9)
6 -4 —4

y en consecuencia

(a) Recta tangente en el punto P(3,—2,1)

z—3 y+2 z-1
0 6 9

(b) Plano normal en el punto P(3,—2,1)

10(x =3)+6(y+2)+9(2—1)=0
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3.6.4. La diferencial como aproximacién del incremento

Sea f : D C R? — R una funcién diferenciable en el conjunto abierto D de R2. Entonces,
para cada x € D tendremos
of of r(h)

f(x—i—h):f(x)%—%hl%-%hg—i-r(h) donde }lllir(l)w—O

Vimos en la definicién (3.3) que a la parte lineal en
hy y he de esta expresién, A(hq, he) = fohi + fyho,
se le llama diferencial de la funcién f en el punto
x = (z,y) y se denota por df (z,y), o simplemente
por df. Es decir,

of of
d —h1 4+ =h
If = Emc + a2y 2
‘ s Y teniendo en cuenta que si f(z,y) = x, se tiene
’X' hy = dz ysi f(z,y) =y, se tiene hy = dy, podemos
x+h L. D ‘/x Th escribir:
Figura 3.14: Af ~ df df = afd + a—f
T Y

Con lo cual resulta
f(x+h) = f(x)+df(x) + r(h)

Ahora bien, dado que limy,_o7(h) = 0 se tiene que, para ||h|| pequeno, serd r(h) ~ 0y en
consecuencia

fx+h) = f(x)+df(x)

Es decir,
f(x+h)~=z

Es decir, la z de la funcién z = f(x + h) en el punto x +h = (z + hy,y + hs), coincide,
de manera aproximada, con la z, en el mismo punto, del plano tangente a la gréafica en
un punto cercano x = (z,y)

Lo anterior se puede expresar de la forma

f(x+h) = f(x) = df (x)

Es decir,
Af ~df

Geométricamente se pueden dar las siguientes interpretaciones:

(a) El valor aproximado de una funcién f(x), en un punto x, se puede obtener susti-
tuyendo el valor de x en la ecuacién del plano tangente, en un punto cercano xj.
Es decir, para hallar el valor aproximado de una funcién en un punto, calculamos
la ecuacién del plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos las coordenadas
del punto sobre la ecuacién de dicho plano.
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(b) Al pasar del punto x al punto cercano x + h, el incremento que sufre la funcién

Af = f(x+h) - f(x)

coincide, de manera aproximada, con el diferencial df. Es decir, la diferencial de una
funcion es una buena aprozimacion del incremento

Calculo de valores aproximados

Supongamos que queremos calcular, aunque sea de manera aproximada, el valor de una
funcién en un punto (z,y), pero no sabemos calcular el valor de la funcién en dicho punto,
f(z,y), o dicho calculo resulta extremadamente complicado, y sin embargo, supongamos
que sabemos calcular el valor de la funcién y el de sus derivadas parciales en un punto
cercano (zg,yo). Pues bien, podemos utilizar el valor de la funcién y el de su derivadas
parciales en este punto (g, yo) para calcular el valor aproximado de la funcién en el punto
desconocido (z,y).

Para hacer cédlculos aproximados de operaciones podemos utilizar cualquiera de las dos
opciones:

(a) Para hallar el valor aproximado de una funcién en un punto, calculamos la ecuacién
del plano tangente, en un punto cercano, y sustituimos las coordenadas del punto
sobre la ecuacién de dicho plano.

[z, y) = f(x0,90) + fo(®o, y0)(x — 0) + f2(T0,¥0) (Y — Yo)

(b) Aproximar el incremento mediante la diferencial

f(x,y) = f(x0,90) + df (zo, o)

Hay que advertir que estas aproximaciones solo seran validas para valores muy cercanos
al punto conocido y para funciones diferenciables.

Ejemplo 3.41. Comparar el incremento con el diferencial del drea de un rectangulo.

Solucion. Incrementemos los lados de un rectangulo x e y, en dx y dy, respectivamente.
El area del rectangulo viene definida por a = x - y, de donde,

El incremento del area sera: Aa = ydx + zdy + dxdy

dy dy drdy| Y el diferencial
oa
ag da = ydx + xdy
— =2
x dx dy
Figura 3.15: Aa~da En consecuencia, Aa = da + dzdy

Ejemplo 3.42. Dada la superficie z = xe®™ =2 se pide:

(a) Hallar la ecuacidon del plano tangente a la superficie en el punto P(2,1,2).
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(b) Usar el plano tangente para obtener una aprozimacion del valor de la funcion en el
punto q(1'9,1'02).

Solucion. (a) El plano tangente viene definido por la ecuacién:

z— 20 = [x(20,y0)(® — xo) + fy (0, Y0) (¥ — Yo)

para lo cual

fx =2 + xyeacyf2 foc( )
fy — $2€zy—2

de donde, la ecuacion del plano tangente es
z—2=3(x—2)+4(y—1)

que se simplifica en z = 3z + 4y — 8

(b) El valor aproximado de la funcién se calcula sustituyendo los valores de = e y en la
ecuacion del plano tangente, asi,

2(1'9,1,02) = 19e"9122 £ 3.194+4-102 -8 =57+ 408 —8 =978 — 8 = 178

(los célculos suelen resultan maés faciles si se sustituye directamente sobre la ecuacion
del plano tangente, antes de eliminar los paréntesis, despejando previamente z, en efecto
z=3+3(-01)+4(002) =3 - 03+ 008 =1"78)

Ejemplo 3.43. Estimar /2012 + 17982 + 1/052

Solucion. Necesitamos una funcién y un punto proximo sobre el que sepamos hacer los
célculos con facilidad. En este caso, la funcién es f(z,y,2z) = /22 + y>+ 22 y el punto
p(2,2,1). en consecuencia,

f(2,2,1)=v224+22+11=v/9=3

of x )

or 2 2 2 ﬁ(l?,l):i:g
gw Vit +yi+ 2 o Vo 3
y L Wioan=2=2
Oy a2 4?4 22 gy V9 3
of _ c —"‘5(2,2,1):i:1
0z [yt 22 ) Oz V9 3

de donde, sustituyendo en la ecuacion del plano tangente:

z = f(xo, Y0, 20) + f2(T0, Yo, 20)(x — x0) + (0, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(To, Yo, 20) (2 — 20)

resulta,

2 2 1
V20T TO82 + 105 = 3 + £(0/01) + 5(~0'02) + (0'05) = 301
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3.7. Funciones vectoriales y matriz Jacobiana

3.7.1. Funciones vectoriales de variable vectorial

Definicién 3.10. Se llama funcion vectorial de variable vectorial a las funciones del tipo:

f:DCR*®» —R™

(1‘17‘752"" 7xn) — (yl;y27"' aym)

Es decir,

y1 = fi(zy, w2, )

Y2 = f2(331 L2, xn)

f(x1,22, - ,2n) = (Y1,Y2,* ,Ym) donde ¢ 7% e

Ym = fm(xlax% e 71'n)
Tenemos pues que una funcién f : D C R™ — R™ es una regla que asocia a cada n-ada ordenada
de ntimeros reales (z1,%2, - ,%,) de D, una m-ada ordenada de nimeros reales bien determinada
(y1,92,** ,ym) de R™. O bien, en términos vectoriales, una regla que asocia a cada vector x de D,

un vector bien determinado y de R™.
En otras palabras, una funcién vectorial es un vector cuyas componentes son funciones escalares.

f= (f17f27"' 7fm)
Es decir,

f:DCR* —-R™
(.rl,lig,"' 71"”) = (fl(xtha"' a$n)7f2($17x27“' 7'rn)a"' 7.fm(x17l'27"' 7'rn))

Por ejemplo, las curvas paramétricas pueden considerarse como funciones vectoriales de R en R?. Asi, si
las ecuaciones paramétricas de una curva vienen definidas por:

z(t) =2t +3 }
y(t)=t—>5

las podemos interpretar como una funcién vectorial de la siguiente forma:

R R B B
t (2t +3,t —5) }f(t) = (2t+3,t=5) = (2(t), y(t))

Por ejemplo, la funcién vectorial f(z,y) = (z + 2,2 — y,y + 4) viene definida por:
RQ _f__) ]RS

(@,y) — (z+ 2,2 —y,y+4) }f(x’w =@t 2o -pytd) = (@) L), @)

Campos vectoriales. Se llaman campos vectoriales a las funciones vectoriales de R™ en si mismo. Es
decir, se llama campo vectorial (en R™) a las funciones del tipo f : D € R™ — R". Una préctica para
visualizar los campos vectoriales consiste en jugar co la naturaleza “dual”’de los elementos de R™; los
elementos del dominio x € D se ven como puntos y los de la imagen f(x) como vectores. El vector f(x)
se representa mediante una flecha que se puede colocar en cualquier punto del espacio, sin embargo, para
tener una visualizacién del campo, la flecha se colocard de manera que su punto inicial sea el punto x.

3.7.2. Continuidad de las funciones vectoriales

Los conceptos de limite, continuidad y diferenciabilidad pueden extenderse a funciones vectoriales. Estos
conceptos siempre tienen dos visiones; una general que es mas bien tedrica y consiste en la traslaciéon de
los conceptos unidimensionales a niveles vectoriales, y otra por componentes que es mas bien préctica y
que consiste en trasladar los conceptos a las funciones coordenadas.
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Limite de una funcién vectorial

Definicién 3.11. Sean f : D C R™ — R™ y x¢ € D (siendo D un abierto de R™); Se dice que f tiene
por limite ¢, cuando x tiende a xq, si lim |f(x) —¢]| =0
X—X(

Se escribe entonces lim f(x) = /.
X—X0

Merece destacar que el limite vectorial se ha definido en términos numéricos. En efecto, para cada x se
tiene que ||f(x) — ¢|| es un nimero, mds preciso, la aplicacién x — ||f(x) — ¢|| es una funcién numérica de
D en R, v es ya familiar el limite para estas funciones.

Bola. Cabe interpretar la definicién de limite por medio de la nocién de bola.

Definicién 3.12. En R", se llama bola abierta, de centro xo € R™ y de radio v € RY., al conjunto de
puntos x de R™ tales que ||x — xql| <.

Se designa por B(xg,r), o simplemente por B, cuando no haya temor de confusion:
B(xg,7) ={x € R"/ ||x — x¢|| < r}

Asi, por ejemplo, en la recta real R, la bola se llama entorno y estéd formado por los puntos del intervalo
(xo — 7, %0 +7); en el plano euclideo R?, la bola se denomina disco y est4 formada por los puntos interiores
al cfrculo de centro X¢ y radio 7; en el espacio de tres dimensiones R? la bola B(xg,r) estd formada por
los puntos interiores a la esfera de centro xg y radio 7.

La nocién de limite de una funciéon puede interpretarse entonces de la siguiente manera:
Definicién 3.13. Se dice que lim f(x) = ¢ si, para toda bola B’ de centro ¢ y radio € > 0, existe una
X—X(

bola B de centro xq y radio r, incluido en D, tal que F(B) S B'.

Coordenadas y limite. Teniendo en cuenta que una funcién vectorial f : D C R™ — R™ es un vector
cuyas coordenadas son funciones escalares f = (f1, fa, -+, fm)-
Es decir,

f(l'l,l'g,"' ,In) = (fl(x17x27“' ;mn)an(‘Tlava"' 7xn)7"' afm(‘rlax27"' ,l'n))

Se tiene que:

1. Sif,conf = (f1,f2, -, fm), tiene por limite ¢, con £ = (¢1,4s,- - ,£,,), entonces cada una de las
funciones coordenadas de f tienen por limite, respectivamente, £1, 0y, -+, £p,.
2. Si las coordenadas de f tienen por limite, respectivamente, ¢1,%s, -+, £,,, entonces f tiene por

limite ¢ = (1,03, ,4p).

En consecuencia, se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Para que f tienda a un limite £, es necesario y suficiente que las coordenadas de f tengan
por limites respectivamente las coordenadas de £.

Continuidad

Definicién 3.14. Sean f : D C R* — R™ y x¢ € D (siendo D un abierto de R™); Se dice que f es
continua en Xg, si lim f(x) = f(xq).
X—X0
En otros términos, f es continua en x¢ st lim ||f(x) — f(x¢)|| = 0, o bien, f es continua en xq si, para
X—Xp

todo € > 0, existe § > 0 tal que:

[x =%l <6 = |f(x) —f(x0)| <e.
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Sirviéndonos de la nocién geométrica de bola podemos dar la siguiente definicién: f es continua en xq si,
para toda bola B de centro £(xg) existe una bola B' de centro en xq, incluida en D, tal que f(B') € B.
Se dice que f es continua sobre un dominio D, si f es continua en todo punto xg de D.

Coordenadas de una funcién continua. El concepto de continuidad se puede establecer en términos
de las funciones coordenadas. Asi,

Teorema 3.6. Para que f sea continua, en un dominio D, es necesario y suficiente que todas las coor-
denadas de f lo sean.

Composicién de funciones continuas

Aunque la composicion de funciones se tratard mas detalladamente en el epigrafe siguiente dedicado a la
Regla de la cadena, la vemos aqui con objeto de demostrar que la composicion de dos funciones continuas
es a su vez otra funcion continua.

Definicién 3.15 (Composicién de funciones). Dadas la funcion g : D, C R™ — RP definida en
el conjunto Dy de R™ y la funcion £ : Dy C R™ — R" definida en el conjunto Dy de R™, cuyo rango
estd contenido en D (es decir, £(Dy) C Dy ), entonces se puede formar la composicion de ambas funciones
gof: Dy CR™ — RP, definida como:

(gof)(u) =g(f(u)), ue Dy
Esquematicamente serfa.

finng_’Rn} pD; LD, & Rre

g: Dy CR" —RP gOf:ngRmHRP}(gOf)(u)g(f(u))

y mediante diagramas, teniendo en consideraciéon los dominios,

f g

TS

R™ R™ RP

gof
Figura 3.16: Composicién de funciones

Igual que en una variable, en general, la composicién de funciones no cumple la propiedad conmutativa,
y si la asociativa.

Teorema 3.7 (Composicién de funciones continuas). Dadas la funcion g : Dy C R™ — RP definida
en el conjunto Dy de R"™ y la funcion £ : Dy CR™ — R" definida en el conjunto Dy de R™, cuyo rango
estd contenido en Dy (es decir, f(Dy) C D), Si la funcion £ es continua en el punto x¢ y la funcion g
es continua en el punto yg = f(xo) entonces la funcion compuesta g o f también es continua en Xg.

Demostracion. Sea xg € Dy e yo = f(x¢) € Dy. Puesto que g es continua en yy, para toda bola B de
centro g(yp) existe una bola B’, de centro yy, tal que g(B’') € 5.

Puesto que f es continua en xq, para toda bola B’ de centro f(xg) = yo, existe una bola B” de centro xg
tal que £(B"”) € B'.

Aplicando g a los dos miembros de esta relacién; se obtiene:

gof(B") S g(B) S B

y, por consiguiente, g o f es continua en el punto xg. O
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3.7.3. Derivadas parciales de funciones vectoriales

Aunque a nivel tedrico las derivadas parciales de funciones vectoriales pueden definirse en términos
vectoriales, en la préctica, se establecen en términos de las funciones componentes. Teniendo en cuenta
que una funcién vectorial £ : D C R®™ — R™ es un vector cuyas coordenadas son funciones escalares

f=(f1,f2,--, fm). Es decir,
f(ﬁrlaxQ,-.. 71'77,) = (fl(x17:r2’~.- ’xn),fé(wl,x27-.. ,xn),"' ’fm(‘rl,xz’... ’:I/-n))

Se tiene que:

o _on of, 0
5‘x1 (.%'1,1}2, ,an) - (8$1 (.’IIl,IQ, axn)a 8%1 (xlamQa axn)a ) (91'1 (xhx?? ,l‘n))
of df1 0f2 Ofm
E(xlvaa"'7xn):(87xn(1’17x2a'“7xn)787xn(1'17x2;"'71'77,)7"'aT%(m17$27"'axn))

Ejemplo 3.44. Hallar las derivadas parciales de la funcion f(z,y,z) = (ze¥ cos z, xze? sen z, tan z)
Solucion. Derivando componente a componente, se tiene,
f, = (e¥ cosz,e¥senz,0)

= (xeY cos z, ze¥ sen z,0)

f, ,
f. = (—xeYsen z,ze¥ cos z,1 + tan” z)

3.7.4. Funciones vectoriales diferenciables

En la definicién 3.4 de la pagina 24 se establecid, para funciones numeéricas de una sola variable, que: Una
funcién f: D € R — R es diferenciable en xy € D si existe una constante A tal que

f(xo +h) = f(xo) + Ah+1r(h) con F@)@:o

En tal caso, a la expresién lineal A(h) = Ah se le llama diferencial de f, y se tiene:
df (z0) = A(h) = Ah = f'(z0) dz

En la definicién 3.7 de la pagina 31 se establecid, para funciones numéricas de n variables, que: Una
funcion f : D C R™ — R es diferenciable en el punto xg = (x1,-+- ,x,) € D, si existen n constantes
A;, i=1,2,---,n tales que

. h
f(xo +h) = f(xo) + ZAihi +r(h) con }llir% 7|4|(h) =0
i=1
En tal caso, a la expresién lineal A(hy,- -+, hy,) = > i, A;h; se le llama diferencial de f, y se tiene:
. “~ Of of of of
df (z0) = A\(h) = S Ah; = da; = 2 (xo)dr + 2L (x0)dws + - - + —L(x0)dn
if (x0) = A(h) ; / ; oz, (xo)dx B, (xo)dx1 + Dg (xo)dwz + - + . (xo)dx

En cada uno de los casos, la diferencial de una funcién en un punto aparece como una aplicacion lineal
que se aproxima a la funcién f en ese punto. Se trata de generalizar esta importante nocién a las funciones
de varias variables, ya tengan imégenes reales o vectoriales.

La generalizaciéon se va a hacer por la via de definir la diferencial como una aplicacién lineal. Recuérdese
que una aplicacién A(h, k) es lineal si cumple la propiedad A(Ah, Bk) = AX(h, k) + BA(h, k), siendo A y
B numeros. Recuérdese también la relacién de las aplicaciones lineales con las matrices. Asi, se establece
la siguiente definicién:
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Definicién 3.16 (Funciones diferenciables). Una funcion f : D CR™ — R™ se dice diferenciable en

el punto xg = (x1,--+ ,x,) € D, si existen una aplicacidn lineal A\(h) tal que
. r(h)
f(xo +h) =f(x) + A(h) +7(h) con &H% T 0

En tal caso, a la expresién lineal A(h) se le llama diferencial de f, y se designa por df (xq)

nota: Es evidente que esta definicién generaliza las dos anteriores, ya que para f: D € R — R tenemos
la primera definicién, y para f: D € R"™ — R la segunda.

Con objeto de eludir el cociente en el limite que aparece en la definicién, se puede modificar la definicién
de funciéon diferenciable en los siguientes términos. Una funcion £ : D C R™ — R™ se dice diferenciable

en el punto xg = (x1,--- ,xy,) € D, si existen una aplicacion lineal A(h) tal que
f(x0 +h) = f(x0) + A(h) + ||h[|e(h) (3.7)
con:
{ = 3.8
&13%) e(h)=0 (3.8)

nota: Muchos autores prefieren dar la definiciéon de funcién diferenciable unificando los dos apartados
3.7 y 3.8 en un solo limite. Asi, se tiene:

Definicién 3.17. Sea f : D S R™ — R™ y sea x¢ un punto interior de D. Se dice que f es diferenciable
en Xqg st existe una aplicacion lineal A : R™ — R™ dependiente, en general, de x¢ tal que

f(xo +h) —f(x0) — A(h)

lim =0
h—0 [h]
Proposicién 3.6. Si la funcién f : D C R™ — R™ es diferenciable en el punto xg = (x1,-+- ,x,) € D

entonces existen sus derivadas parciales en dicho punto.

Demostracion. Supongamos, para simplificar la escritura, que n = 3. Supongamos, por tanto, que la
funcién f : D C R® — R™ es diferenciable en el punto xo = (2o, %0,20) € D, entonces existen una
aplicacién lineal A(h) tal que, para todo h tal que xg + h € D, se tiene:

f(xo +h) — f(x0) = A(h) + ||h|le(h) con &13%) eh)=0

Designemos por {ej, ez, ez} la base canénica de R3. Elijamos en primer lugar h del modo siguiente:
h=1(¢0,0)=te; (teR).

Puesto que la diferencial es lineal, se tiene A(h) = A(te1) = tA(e1), en consecuencia la relacién (3.7) se
escribe:
f(zo +1, 90, 20) — £(x0, Yo, 20) = tA(e1) + [¢t[ [[er[e(ter)

¥y, como }in% e(ter) = 0, se obtiene:

f(zg + t,y0,20) — f(x0, Yo, 2
lim (o + 1,90, 20) (0, Yo, 20) — Aer).
t—0 t
Resulta asi que la funcién f admite, en (xq, yo, 20), derivada parcial respecto de x, que vale:

of
Aep) = (Tz(a?o,yo,zO).

Anélogamente, tomando h(0,¢,0) y después h(0,0,t) se probarfa que f admite, en el punto (xg, Yo, 20),
derivadas parciales con relaciéon a y y z, respectivamente iguales a:

of of
Aez) = @(mo,yo,zo) y Aes) = @(5807110720). n
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La diferencial. Tomando h = (dz,dy,dz), y teniendo en cuenta que la diferencial es lineal, resulta:
A(h) = Aer)dz + A(ez)dy + A(es)dz.

Es decir,

of of of

Y para el caso de n variables, resulta:

df(xp) = A(h) = ;—xfldxl + %dmz +o 4 %dmn
Coordenadas y diferenciabilidad de las funciones vectoriales. Los conceptos de
continuidad y diferenciabilidad de funciones vectoriales se establecen en términos de las funciones compo-
nentes. Es decir, se dice que la funcién f = (f1, fo, -+, fm) es continua (respectivamente, diferenciable)
en el punto xg € D, si y sélo si todas y cada una de las funciones componentes f; : D CR" - R, 4=
1,2,---,m, lo son.
Ahora bien, teniendo en cuenta que las coordenadas de la funciénf son f = (f1, fo, -+, fin), sera:

of _ 0fi 9f2 Ofmy .
8@_(8351"6:@’ ’ 8%) 2_172’ T
de donde,
_ of of . _(9h Ofr  Ofm Ofr Ofs . Ofmy,
df(xo) = 0xy dwy+ -+ ox,, dan = (6961 "0z’ Ox Jdwy+-ot (8xn’ Ox,’ Oxn )den =
_on oh, b Oh g ) -
- (3301 dxl + + axn dx?u ) afEl dl’l + + 8$n ditn) - (dfla dea 7dfn)

Luego el diferencial de una funcién vectorial se puede calcular por componentes:
df(Xo) = (dflvdf27 7dfn) (39)

Ejemplo 3.45. Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcion f : R? — R2, definida por

f(z,y) = (z+y,lyl)

Solucion. (a) La funcién es continua en todo R?, pues las funciones componentes

flaf21R2_)R7 fl(xay):m—"ya fZ(xvy):|y| lo son.

(b) La funcién no es diferenciable en el origen, pues la funcién fa(z,y) = |y| no lo es.

El jacobiano

Si la funcién f : D C R™ — R™ es diferenciable en el punto xg = (x1, -+ ,x,) € D entonces, su diferencial
serd: of of of
df =Ah)=—d —d oot ——dxy,
(xo) (B) 0x1 Tt 0z Tate oz, o

Que se puede expresar de manera matricial, de la forma:

d.’El
of Of of | | dz2

df(xg) = (873317873327 »@)

= Jf(xo)dx

dz,
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A la matriz Jf(xg) se le llama matriz Jacobiana de la funcién f en el punto xg.
Ahora bien, teniendo en cuenta que la funcién f = (f1, fa, -, fm), serd:

) i=1,2,---,n

8$i 8361’8%’ ’ 8;102
Con lo cual resulta que la matriz jacobiana es,

of on . of
O0r1  Oxg 0T, Vfi
fr 0f - 0Of V2

Jf = 0z Jra Oz, | = :
Ofn Ofw  Ofm Vfon
O0x1 Oxo oz,

Observaciones:
(a) Para m =1 se tiene Jf(xg) = V f(xo).
(b) Para n =m, el determinante de la matriz J f(xo) se llama jacobiano
(¢) Si comparamos la expresién de la diferencial de una funcién de una variable, de una funcién de
varias variables y de una funcién vectorial tenemos:
1.- Para funciones de una variable tenemos: df = f'(z) - h
2.- Para funciones de varias variables tenemos: df = Vf-h
3.- Para funciones vectoriales: df = Jf - h
donde se ha usado, respectivamente, el producto numérico, el producto escalar y el producto
matricial.
(d) Si se comparan las tres expresiones, se observa que el gradiente, V f, puede pensarse como la
generalizacion del concepto de derivada para funciones de varias variables, y la matriz jacobiana,
Jf, para funciones vectoriales. Si bien, hay que advertir que mientras que la derivada de una
funcién de una variable en un punto es un ndmero, la derivada de una funcién de varias variables
es un vector, y la derivada de una funcién vectorial una matriz.

Ejemplo 3.46. Hallar el diferencial de la funcién vectorial £ : R2 — R? definida por:

[l y) = (2% + 3y>, 52° + 2%)

Solucion. El Jacobiano de la funcién viene definido por:

oh oh

JF — or Oy :<2:z: 6y>
8f2 8f2 151‘2 12y5
Jdr Oy

de donde,

1522 12y° ) \dy

Al mismo resultado hubiéramos llegado operando por componentes, en efecto,

- (2 5)(5)- s

df = (df1,df2) = (2xdx + 6ydax, 152 dx + 12y5dy)

3.8. Regla de la cadena

3.8.1. Funciones compuestas, inversas e implicitas de una variable

Composiciéon de funciones. Componer dos funciones consiste en aplicar la segunda funcién al resultado
de la primera. Analiticamente también significa sustituir una funcion en la otra. Es decir, si tenemos la
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funcién y = f(x) que establece la dependencia entre y y z, y la funcién = = g(t), que establece la
dependencia entre x y t, podemos sustituir esta iltima en la primera y obtener y = f (g(t)) A la funcién
asi obtenida (que envia ¢ a y) se le llama composicién de f con g y se denota por f o g. Obsérvese que el
orden en que se escribe la composicién f o g es el inverso al orden en que actian las funciones (primero
g, después f). Conviene tener siempre presente esta doble visualizacién de la composicién de funciones:
Como aplicacién sucesiva de dos funciones, y como sustitucion de la variable por una funcién de otra
variable. En esquema seria lo siguiente:

(a) Como aplicacién sucesiva de funciones:

S

fog
Figura 3.17: Composicién de funciones

(b) Como sustitucién de la variable:

vz ggf)) } y=f(g(t)

Es evidente que para poder componer dos funciones el rango de la primera tiene que estar contenido en el
dominio de la segunda g(D,) C Dy, en caso contrario, después de aplicar g no podriamos aplicar f. Hay
que advertir que, en general, la composicién de funciones no es conmutativa, es decir, en la generalidad
de los casos serda f o g # go f, incluso, puede suceder que esté definida la composicién en un orden y no
en el otro. Sin embargo, si se cumple la propiedad asociativa f o (go h) = (f o g) o h. Desde el punto de
vista formal la composicién puede enunciarse de la siguiente forma: Dadas las funciones g : I CR — R,
f:JCR =R (tales que g(I) C J), se llama composicion de f con g y se denota fog: I CR—R, a
la funcién (f o g)(x) = f(g(x)).

g:ICR—R 1%L R
f:JCR—R } fog:ICR—R }(ng)(x):f(g(x))
Regla de la cadena. La regla de la cadena nos dice que “la composicion de dos funciones diferenciables
es diferenciable y su derivada es el producto de las derivadas de cada una de las funciones que se estdin
componiendo”. Es decir, la derivada de la composicién de dos funciones es el producto de las derivadas
de dichas funciones, cada una de ellas aplicada en el punto correspondiente. Formalmente la regla de
la cadena se puede enunciar de la siguiente forma: Si g es diferenciable en un punto xo € I y f es
diferenciable en g(xg) € J, entonces la composicion f o g es diferenciable en xg, y su derivada es

(fog)(x)=f(g9(x))g' ()
que se puede expresar con la notacién de Leibnitz, haciendo u = g(x) e y = f(u)

dy _ dydu
dx ~ dudzx

Funcién inversa. La funcién reciproca o inversa asigna a las imagenes los correspondientes originales
(consiste en invertir las flechas). Sin embargo, la reciproca de una funcién no siempre es otra funcién,
basta que dos elementos distintos tengan la misma imagen para que la reciproca no sea funcién, ya que
asignaria a un elemento dos imégenes distintas, lo que no estd permitido para las funciones, aunque si para
las correspondencias en general. Por lo tanto, para que la reciproca de una funcién sea otra funcién, dicha
funcién ha de ser inyectiva.
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Desde el punto de vista analitico para obtener la inversa bastara con despejar la variable independiente
y expresarla en funcién de la variable dependiente.

Formalmente podemos decir que si la funcion f: I CR — R es inyectiva, con rango J C R, entonces
existe la funcion f~':J C R — R, llamada “inversa”de f, tal que

U f@) =2, 2zl vy f(f'y)=y, yeJ

Derivada de la funcién inversa La derivada de la funcién inversa es la inversa de la derivada de la
funcién. Formalmente se puede enunciar diciendo que si la funcidn f es diferenciable y tal que f'(xq) # 0,
xo € I, entonces existe la funcion inversa f~1, al menos en un entorno de f(xo), dicha funcion también
es diferenciable, y su derivada es:

o con la notacion de Leibnitz

dy 1 b ;1
%—@ O Dbien, ym—E
dy

Funciones implicitas Si consideramos una expresién del tipo F(z,y) = 0 nos preguntamos jen que
condiciones es posible despejar y en términos de x y establecer una funcién del tipo y = f(x)?. Evidente-
mente no siempre es posible obtener dicha funcién. Por ejemplo de 22 +y? = 1 no se obtiene una funcién
y = f(z). Cuando de F(z,y) = 0 se puede despejar la variable y, y escribir y = f(x), se dice que esta
dltima funcién estd dada implicitamente en F(z,y) = 0.

3.8.2. Composiciéon de funciones vectoriales

Para funciones de varias variables la situacién es, en principio, algo més complicada. Téngase en cuenta
que dos campos escalares f, g : D C R™ — R no se pueden componer, pues la operaciéon de composicién
entre funciones solamente se puede realizar cuando el rango de una de ellas esta contenido en el dominio
de la otra, y los campos escalares tienen rango en R y dominio en R™. Por lo tanto, los campos es-
calares solamente se podran componer con funciones de una sola variable, por la derecha; o con funciones
vectoriales, por la izquierda. Es decir,

rR"LRLR R ER LR

Pensando en la sustitucién de las variables, para componer la funcién z = f(x,y) tendremos que sustituir
las dos variables x e y, respectivamente, por dos funciones g, y go que las conecten con otras variables,
donde g1 y g2 pueden ser funciones de una o varias variables (ambas de las mismas). Asi, si consideramos
las funciones

r=gi(uv), y=galu,v)

podemos sustituir en la funcién z = f(x,y) y obtener la funcién compuesta:

z = f(gl(uvv)agQ(u’v))

que en esquema seria:

_ P ) |
s= s { T2 00 L= (o) gnlun )

Ahora bien, la pareja de funciones x = ¢1(u,v), y = g2(u, v) puede considerarse como las componentes
de una sola funcién vectorial g : D C R? — R2, de tal manera que a cada punto (u,v) € D la funcién
g le asocia el punto g(u,v) € R?, cuyas coordenadas son (z,y) = (gl(u,v),gg(u,v)). O sea, g(u,v) =
(gl(u, v), g2(u, v)) Y esto permite interpretar la sustitucién de las variables como la aplicacién sucesiva
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de dos funciones.
En esquema seria:

R & Rr2 L R
(u,0) = (z,y) = 2

de donde,
f © g(uvv) = f(g(uav)) = f(gl(u’ U)vQQ(u’ ”U))

Ejemplo 3.47. Hallar la funcion compuesta de la funcién f(z,y) = xy* + xy con las funciones
z=g1(u,v) =u+v ey=ga(u,v)=uv

Solucion. Si queremos interpretar la composicion como la aplicacién sucesiva de dos funciones, conside-
ramos la funcién vectorial

g(u,v) = (g1(u,v), g2(u,v)) = (u+ v, uv)

luego, en esquema, resulta

Fz,y) = 21 + 2y } rR? L, R R? & R L R
guv) = (utv,u0) [ R2ER? [ (u)— (5,y) 2

de donde, la composiciéon buscada, sera:
h(u,v) = (f 0 g)(u,v) = f(g(u,v)) = f(91(u, v), 92(u,v)) = f(u+v,uv) =
= (u+v)(uw)? + (u + v)uw = v3v? + u?v® + u?v + uw?

Noétese que la funcién resultante de la composicion es una funcién distinta de f, g, g1 y g2, es decir, es
una nueva funcién h, tal que f(z,y) = h(u,v) # f(u,v)

En la préactica se pueden simplificar los célculos, sustituyendo directamente:

f(z,y) = flu+v,uv) = (u+v)(uw)? + (u+v)uw = u?v? + v?0® + v?v + w? = h(u,v)

Ejemplo 3.48. Hallar la funcién compuesta de la funcion f(z,y,z) = xy*23 — 2yz con las funciones
r=g1(t) =¢', y=go(t) =sent y z = g3(t) = t*

Solucion. Consideramos la funcién vectorial
g(t) = (gl(t)a QQ(t), 93(t)) = (etv sent, t2)

luego, en esquema, resulta

f(aj,y,z)znyzB—xyz} R L R R & R LR
g(t) = (etasent7t2) R E) R3 t— (m,y,z) = w

de donde, la composiciéon buscada, sera:

h(t) = (fog)(t) = f(g(t) = f(91(t), 92(t), 93(t)) = f(e',sent,t?) =
=e'sen?t (t?)® —efsentt? = t%e’ sen? t — t%e’ sent

En la préctica se pueden simplificar los célculos, sustituyendo directamente:

f(z,y,2) = fe',sent, t?) = et sen?t (t?)® — e’ sentt? = t%" sen®t — t?e’ sent = h(t)

Ejemplo 3.49. Hallar la funcién compuesta de la funcion f(z,y) = xy? —xy con las funciones g(t) = v/t
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Solucion. Este caso es distinto de los dos anteriores, ya que aqui, para poder componer, la funcién f tiene
que actuar primero, y después la g. En efecto, en esquema, resulta

f(z,y) = zy® —xy } RRLR | L RLR
g(t) =Vt RS R (z,y) =t 2

de donde, la composiciéon buscada, sera:

ht) = (go f)(@.y) = g(f(z,9) =V f(2,y) = Vay* —ay

Nétese que la funcién resultante de la composicién solamente estard definida para aquellos puntos (z,y)
en los cuales se cumpla que zy? — zy > 0, es decir,

Dy, = {(z,y) € R?/ ay* — xy > 0}

En la préctica, también se pueden simplificar los célculos sustituyendo directamente, pero en este caso,
sustituimos en la funcién g:

9(t) = g(f(z,v)) = Vf(z.y) = Vay? —zy = h(z,y)

Caso general. En general, para componer la funcién z = f(x1, 22, -+ ,2,) tendremos que sustituir
las n variables x1,xs,- - - , x,, respectivamente, por las funciones g1, go, - - - g, que las conecten con otras
variables uq, ug, -+ , U, donde g1, g, - - - gn pueden ser funciones de una o varias variables (todas de las

mismas). Asi, si consideramos las n funciones

r1 = g1(ur, ug, -, Um)
Ty = ga(u1, ug, - Um)
T = gn(Uu1,Us, -+ Um)
podemos sustituirlas en la funcién z = f(x1, 22, -+ ,x,) v obtener la funcién compuesta:
2= fg1(ur,ug, -+ sty go2(un, g+ s tm)y -+ G (U1, Uz, - s U))
Ahora bien, las n funciones
21 = g1(u1, Uz, s Um), T2 = go(Ut, Uy s Um), *+*, T = gn(U1, U, Up)

pueden considerarse como las componentes de una sola funciéon vectorial g : D C R™ — R", de tal

manera que a cada punto (uj,ug, - ,uUy) € D CR™ la funcién g le asocia el punto g(uy, g, ,Um) =
(x1,22, - ,x,) € R™ cuyas coordenadas son

(ml’x%... 7xn) = (91(U1,u27"' ,Um),QQ(ulyu%"' ,um);"' 7971(“17“2;"' 7um))
O sea,

g, g, ) = (g1 (ur, g ), G2 (U, U, =+ tn)y -+ 5 G (U, U, -+ )

que en esquema seria:

rRm 8, po _f
(Ul,’l,tg,"',um)H(J?l,IQ,"‘,I‘n)’—)Z

De esta manera se ve el proceso de composiciéon de funciones de varias variables como un proceso entre
dos funciones, que se puede enunciar formalmente de la siguiente forma:
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Definicién 3.18 (Composicién de funciones). Dadas la funcidn f : Dy C R" — R definida en
el conjunto Dy de R™ y la funcion g : Dy C R™ — R" definida en el conjunto D, de R™, cuyo
rango estd contenido en Dy (es decir, g(Dgy) C Dy), entonces se puede formar la composicion de ambas
funciones fog: Dy, CR™ — R, definida como:

(fog)(u) = f(g(u)), ueD,

Esqueméticamente seria.

g:DgCR’"—NR”} D, & D LR

[:DiCR"=R [ fog:D,CR™ R }(fog)(“)f(g(u»

y mediante diagramas,

fog
Figura 3.18: Composicién de funciones

O bien, teniendo en consideracién los dominios,
g f

TS

R™ R"

fog
Figura 3.19: Composicién de funciones

Igual que en una variable, en general, la composicién de funciones no cumple la propiedad conmutativa,
y si la asociativa.

3.8.3. Regla de la cadena. Perspectiva tedrica: Diferencial

Teorema 3.8 (Regla de la cadena). Sea g : Dy € R™ — R™ una funcion definida en el conjunto
abierto Dy de R™, diferenciable en xg € Dy. Sea f: Dy CR™ — RP una funcion definida en el conjunto
abierto Dy de R™, tal que g(D,) C Dy, diferenciable en yo = g(xo) € Dy. Entonces la composicion
fog:D, CR™ — RP es diferenciable en xo y ademds, en dicho punto,

d(fog) =df odg

Demostracion. Esquemdéticamente, la situacion de partida es,

RmLRni_)Rp

X0 Yo %o
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(Si p =1, la funcién f serfa numérica, que es el objeto de estudio de este curso, sin embargo estudiamos
el caso general ya que el valor de p no afecta a la demostracién del teorema).
Por ser g diferenciable en xg, se tiene:

g(xo + h) — g(x¢) = dg(h) + ||hlje1(h) con }lllirh e1(h)=0 (3.10)

Consideremos ahora la imagen de xq por g: yo = g(x0) € g(D,) C R™. Puesto que f es diferenciable en
Yo, se tiene:
Fyo + k) — £lyo) = df(l) + [Kflea(k) con  Jim co(h) = 0 (3.11)

Elijamos
k = g(xo +h) — g(xo) (3.12)

entonces k es una funcién de h que tiende a 0 cuando h tiende hacia 0. Despejando g(xg + h) en (3.12),
se tiene: g(xo + h) = g(x0) + k = yo + k&, y sustituyendo en (3.11),

yotk=gxo+h) yo=g(x) k=g(xo+h)—g(xo)
resulta:

f(g(xo +h)) — f(g(x0)) = df (g(xo +h) — g(x0)) + [[kl|e2(k)

=d

ahora bien, teniendo en cuenta que por (3.10) es g(xo + h) — g(xg) g(h) + ||h|je1 (h), resulta

f(g(xo +h)) — f(g(x0)) = df (dg(h) + [[hlle: (h)) + [[k]|ez (k)

y al ser df una aplicacién lineal, serd df (dg(h) + ||hH61(h)) = df(dg(h)) + ||h[|df (e, (h)), con lo que
resulta:
f(g(xo +h)) — f(g(x0)) = df (dg(h)) + [[hf|df (e: (h)) + [|k[[e2(k) (3.13)

de donde, para ||h|| # 0, se tiene

k
fo (o -+1) — o glxa) = df o dg(h) + ] (af(er (1)) + {51210
luego (3.13) se puede expresar de la forma:
fog(xg+h)—fog(xg) =df odg(h)+ ||h|e(h) (3.14)

donde

|1k .
oy = | dE(am) +pred) sihto

(el valor €(0) = 0, se deduce al sustituir h por 0 en (3.13)).

Nos queda por demostrar que €(h) tiende hacia 0 cuando h tiende hacia 0. Es decir, tenemos que demostrar
que el siguiente limite es nulo:

[ = lim € u = lim € im ue
lim e(h) = lim (df( 1(h)) + [ (k)) t1H0df( 1(h)) + Jim ] 2(k)

Primer sumando; puesto que df es lineal, es continua, y se puede decir que:

limei(h) =0 —  lim df(ei(h)) =0

Segundo sumando; puesto que dg es continua, existe una constante a > 0 tal que, para todo h € R™, se
verifica que ||dg(h)|| < a|h||. Por consiguiente, segin (3.12) y (3.10), se tiene:

k[l = llg(x0 +h) — g(x0)[| = | (dg(h) + ||h||61(h)) I < lldg(b)]| + [[hl[[le (h)]]
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con lo cual,
%l < allbl + [[hl[[lex(B)[| = (a + [lex (D)) 1]
y, por tanto:
. _ |k _
&%Eg(k) =0 = &12%) Hh||€2(k) =0

Y, en consecuencia, se concluye que lim e(h) = 0.
h—O0

La relacién (3.14) prueba, entonces que f o g es diferenciable en xg, y también que su diferencial en ese
punto es la compuesta dgodf de las diferenciales de g y f.Con lo cual el teorema 3.8 queda demostrado. [

3.8.4. Regla de la cadena. Perspectiva practica: Parciales

En la Regla de la Cadena hay que diferenciar el aspecto tedrico del aspecto practico. El
aspecto tedrico presenta una gran elegancia y simplicidad, sin embargo no nos deja ver la
riqueza de sus multiples aplicaciones practicas. Asi, el teorema 3.8 puede enunciarse en
términos de derivadas parciales de la siguiente forma:

Teorema 3.9 (Regla de la cadena). Sea g : D, C R™ — R" una funcion definida
en el conjunto abierto D, de R™, diferenciable en xg € D,. Sea f : Dy C R" — R una
funcion definida en el conjunto abierto Dy de R", tal que g(D,) C Dy, diferenciable en
Yo = g(X%o) € Dy. Entonces la composicion fog: Dy CR™ — R es diferenciable en x y
ademds, en dicho punto, sus derivadas parciales son:

a%(f 0g)(x0) =) gyi (g(xo))gi; (x0). j=12,....m (3.15)

i=1

La férmula (3.15) se comprende mejor si la desarrollamos en sus componente. En efecto, si
la funcién g depende de m variables, x1, -+, T, (Y1, ,Yn) = &(x1, -+, T,), tendriamos
la situacién siguiente:

f

R™ _8. R L
(Il"" 7'1:771) = (yh'" ’yn> =z
donde g es una funcién de n funciones coordenadas, cada una de ellas dependiendo de
las m variable x,--- ,x,,. Al hacer la composicion con f, se obtiene la funcién fog

que depende, también, de las m variables z1,--- , x,,. Para estas funciones, las derivadas
parciales de las féormulas (3.15) se puede expresar de la forma:

0 of o af 0gn
2 _0f0gq ., Of Ogn

dry Oy dx, Oy, 0

: (3.16)
0z Of dg df Ign
Oty Oy Oz Oy Oy

Es decir, de manera esquematica, pensando en términos de sustitucion de las variables, y
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usando la misma letras para denotar a las funciones asi como a sus imégenes, tenemos:

0 of 0 of Oy,
c_Ofoy L Of O

=T, Tm) 0x1  Oyi Oxq Oy, 011
Z:f(yla"'ayn> =
Un = Yn(T1, -+, Tm) ﬁ:a_f%_i_..._Fﬁayn
0T, Oy, 0Ty, Oy 0Ty,

Y forzando un poco mas la notaciéon, resulta,

0z 82% 3 _I_&Zé?yn

yi =y, 7m) 5_331_3_9181“1 ‘ a_yn@_xl
z2=2(Y1, s Yn) : = :
yn:yn(xla"'axm) ﬁ_%% _'_28%1
0r,, Oy 0z, Yy, 0%y,

Luego, segtn la regla de la cadena se tiene:

ﬁ_ "L 0z Oy
8mj N i—1 ay, 8!Ej‘

i=1,2...,m (3.17)

Es evidente la ventajosa simplicidad de la formula de las derivadas parciales de la funcion
compuesta con esta presentaciéon. Sin embargo, debemos hacer notar que: 1° no se hacen
explicitos los puntos donde estan calculadas las derivadas, y 2° se usan letras iguales para
denotar cosas distintas, a saber: las funciones y sus imagenes.

Aqui se ha seguido el orden alfabético de las variables x+ — y — 2. Sin embargo, en la
practica, cuando el nimero de variables es reducido, no se suele seguir este orden, ya que
se acostumbra a utilizar letras distintas sin subindices. Para varias variables, mas acorde
con la notacion practica hubiera sido seguir con el orden ¢ — x — 2, con lo que hubiera
resultado:

0z  Of On af Oz,
r1=21(t1, - tm) ot, 0Ox,0t, ' O, o
z= f(x1, - ,xp) : = :
Tn = Tn(t1, 5 tm) 0z  Of 0ny af ox,
ot,,  Oxi Oty, ox, Ot,,

Veamos la materializacién de esta formula a los distintos casos concretos.

Regla de la cadena con una variable independiente

Si la funcién g depende de una sola variable, tendriamos la situacién siguiente:

R-ER R
t (21, ,x,) 2
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donde g es una funcién de n funciones coordenadas, cada una de ellas dependiendo de una
sola variable t. Al hacer la composicién con f, se obtiene la funcién f o g que depende,
también, sélo de t. Para estas funciones, las derivadas parciales de las féormulas (3.15) del
teorema anterior son derivadas totales, quedando como:

L(roalt =(fog)(= o (s) B

donde ¢;,2 =1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g.
Que se puede expresar de la forma:
%:ﬁ%_}_.. + of dm”
dt  Oxy dt o0z, dt

Es decir, de manera esquematica, pensando en términos de sustitucion de las variables,
tenemos:

I = $1(t)

dz_ﬁ%_{_ +8fdxn

2= F@ o) dt  dxy dt ' Oz, dt

Ty = X (1)

Planteamiento practico. Con objeto de recordar con facilidad las férmulas correspon-
dientes a la regla de la cadena planteamos un segundo razonamiento (méas practico) cen-
trado en dos variables.

Supongamos una funcién de dos variables z = f(z,y), y supongamos que cada una de
las variables = e y depende de una tercera variable ¢, mediante las funciones x = z(t),
y = y(t). Podemos sustituir los valores de x e y en la funcién z = f(x,y), con lo cual 2z
pasaria a depender directamente de ¢ y podriamos calcular la derivada de z respecto de t.

r = x(t) } dz /
z = f(x, =z = flx(t),y(t)) =h(t) = — =h'(t
ren{ 10 F(e0,(0) = () = % = (o)
Esto que puede hacerse por sustitucién de las variables (sustituyendo primero y derivan-
do después), también puede hacerse por la regla de la cadena. Para obtener la férmula
correspondiente, partimos de dz, y a partir de ahi obtenemos dz/dt, por simple division.
En efecto,

af af dz O0fdr Ofdy

—d —dy = =
Ox x—'—@yy dt 6$dt+0ydt

Otra manera de obtener la férmula es mediante un diagrama en arbol, donde la derivada
de la funcién z respecto de la variable t se obtiene “sumando”todos los caminos que van
det a z.

dz =

dz  Ozdx L9 azdy
dt ~ Oz dt dy dt

g\/@s»

/;/
\i\

Ejemplo 3.50. Dada la funcién z = x*y — y*, donde x = sent, y = e'. Hallar dz/dt
cuando t = 0,
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(a) Por sustitucion previa
(b) Mediante la Regla de la Cadena.

Solucion. (a) Mediante la sustitucion previa es un proceso elemental, basta con sustituir
x e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitucion.

T =sent
Z:ny—gf{y_et }—>z:etsen2t—62t

de donde,
dz

— =¢elsen®t + 2t sentcost — 2e

dt

y, en consecuencia, resulta

2t

d
S 1.0421-0-1-2-1=-2
dt),_,

(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta

d=_ofde  ofdy

— = = (2 t 2 — 2y)é’
dt 8xdt+8ydt (2zy) cost+ (27 = 2y)e

Que podemos expresarlo en términos de ¢, o dejarlo como esta. En consecuencia, dado

que
t:0=>{x_0
y=1

resulta:

dz

— =04+(0—-2)-1=-2

)00t 0

Ejemplo 3.51. La altura de un cono recto circular mide 15 c¢cm. y aumenta a razon de
0’2 em. cada minuto. El radio de la base mide 10 ¢m. y aumenta a razon de 0’3 cm. cada

minuto. Hallar la variacion de volumen que experimenta en la unidad de tiempo.

1
Solucion. El volumen del cono viene definido por: V = §7r7‘2h, de donde,

av. oVdr 0OVdh 2 _dr 1 ,dh
= — = + —nrt—

Gt ara Tonat 3 e T34

y, teniendo en cuenta que,

i ara h =15 se tiene h/(t) =02
Figura 3.20: cono. p r =10 T’I(t) — 0’3
resulta,

AV 9 1 ~110
d —Z0.10-15- 034+ =7 -100- 02 = T
dt |, . 3 3

~10

em?® /min

T
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Regla de la cadena para dos variables independientes

Si la funcién g depende de dos variables, t; y to, (z1, - ,z,) = g(t1,t2), tendriamos la
situacién siguiente:
R? £, R L, R

(tl,tg) — (%1, cee ,l’n) =z
donde g es una funcién de n funciones coordenadas, cada una de ellas dependiendo de
las dos variable t; y t5. Al hacer la composicién con f, se obtiene la funcién f o g que
depende, también, de las variables t; y t5. Para estas funciones, las derivadas parciales de
las férmulas (3.15) del teorema anterior son las siguientes:

8 891 .
oL, ¢ Z o (915 at, X0 I =12

donde g;,7 =1,2,--- ,n, son las funciones coordenadas de g.
Que, al igual que la férmula (3.16), se puede expresar de la forma:

0z af 8x1 of Ox,
o omon T om on
0z  Of 8$1+”. af Ox,
oty 8551 Oty 0x,, Oty

Es decir, de manera esquematica, pensando en términos de sustitucion de las variables,
tenemos:

w1 = 11t to) 0: _ 0f omy . Of O

z = f(x N ) : = 8t1 axl atl al’n 8751
1, s dn B . 82 afax1++afa$n

Ty = xn(tlu t2) atg (93:‘1 8t2 axn 8t2

Planteamiento practico. Con objeto de recordar con facilidad las férmulas correspondi-
entes a la regla de la cadena planteamos un segundo razonamiento (mds practico) centrado
en dos variables.

Supongamos una funcién de dos variables z = f(x,y), y supongamos que cada una de las
variables x e y dependen de otras dos variable s y ¢, mediante las funciones =z = z(s, t),
y = y(s,t). Podemos sustituir los valores de = e y en la funcién z = f(x,y), con lo cual z
pasaria a depender directamente de s y t y podriamos calcular las derivadas parciales de
z respecto de s y respecto de t.

0z
B x = x(s,t) - o s =7
y = f(x,y){ Y= y(s 1) } = 2= f(x(s,t),y(s,t)) = h(s,t) = % ,
ot

Esto que puede hacerse por sustitucién de las variables (sustituyendo primero y derivan-
do después), también puede hacerse por la regla de la cadena. Para obtener la férmula
correspondiente, partimos de dz, y a partir de ahi obtenemos 0z/0s y 0z/0t por simple
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divisién. En cada caso, d se transforma en 0, ya que al hacer la divisién suponemos que
la “otra”variable permanece constante. En efecto,

0z 8f8.7:+8f8y

_of of s  Ords  Oyds

ot Oz ot Oy ot

Otra manera de obtener la férmula es mediante un diagrama en arbol, donde la derivada

de la funcién z respecto de cada variable se obtiene “sumando”todos los caminos que van
desde la variable correspondiente a z, suponiendo el resto de las variables fijas.

t = cte.

s = cte.

ox 0z
ds 7T~ dx
0 af o af o
t =cte. — s/ \Z = a_zza_f8_x+a_f3_y
%y% s x Os y Os
s dy
o0
ot T~ Or
s =cte. — t \z = %:g%_i_g@
8\A ot Ox ot Oyot
9y ™=y 0z
Ejemplo 3.52. Dada la funcién z = 2xy, donde v = s*> +t* e y = s/t.
Hallar % %
os U ot

(a) Por sustitucion de las variables.
(b) Por la regla de la cadena.

Solucion. (a) Mediante la sustitucién previa es un proceso elemental, basta con sustituir
x e y por sus valores y derivar una vez hecha la sustitucion.

2 42 3
z =2y { v=s0 A }—>z:2(32+t2)§:2(%+3t)

y=s/t
de donde,
0z 352 652 + 2t2
) VeI W il
0s ( t +t) t
0z —s3 —28% + 2st?
E—Q(t—2+8>——t2
(b) Aplicando la Regla de la Cadena, resulta
0z Ofox Ofdy 1 2x s 2,4
92 _ UL I (9h)(25) + (22)(5) = dsy + % = 45>+ Z(s2 4 12) =
0s _ 0r0s oy os (2y)(28) + 20)(3) =dsy + = = s+ 3(7+ 1)

_4s? 2874217 657+ 217
R,
0z 0Ofox 0Of0y
o oot oyt
B At?s — 253 — 25t2 B 2st% — 253
N t2 N t2

—S 2s s 2s
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3.8.5. Regla de la cadena. Perspectiva general: Matriz jacobiana

La introducciéon del Jacobiano nos va a permitir utilizar el lenguaje algebraico de las matrices y las
transformaciones lineales y nos va a permitir ver la regla de la cadena como un resultado de asombrosa
sencillez y elegancia, como lo es en el caso de funciones de una variable.

Recordemos, primeramente, lo que establece la regla de la cadena para funciones de una sola variable: la
composicion de dos funciones diferenciable es diferenciable y su derivada es el producto de las derivadas
de cada una de las funciones que se estan componiendo. Queremos establecer un resultado similar para
funciones vectoriales de cualquier niimero de variables.

Hasta ahora hemos definido los conceptos de “derivadas parciales”, “derivadas direccionales”, “gradi-
ente” y “diferencial”, para funciones de varias variables, pero no hemos definido lo que se entiende por
“derivada”de este tipo de funciones.

Definicién 3.19 (Derivada). Sea la funcion f: D € R™ — R™ definida en el conjunto abierto D de
R™ y sea xg € D. Se dice que esta funcion es diferenciable en x¢ si existe una transformacion lineal
f'(x0) : R® = R™, llamada derivada de £ en xq, tal que

f(xg +h) = f(xq) + f'(xg)h + r(h) donde l1‘1'111) m,

(para h tal que xg+h € D)

NOTA: Siendo r una funcién que toma valores en R™, la interpretacion del limite anterior seria de que
todas las funciones componentes tenderdn a cero cuando, al dividirlas por [|h]|, h tiende a cero.
Hemos definido la derivada de una funcién vectorial como una transformacién lineal 7' : R™ — R™. Toda
transformacién lineal tiene asociada una matriz de orden m X n que la representa.
Matriz de una transformacién lineal. La matriz asociada a la transformacién lineal T' : R™ — R™ se
construye de la siguiente forma: Sean §; = {ej,es, -+ ,e,} v B2 = {€1,€2, -+ ,&,} las bases candnicas
de R™ y R™ respectivamente. Entonces el vector T'(e;) se puede escribir como combinacién lineal de los
vectores de (3o, es decir,
T(ej) = aij€ + azj€ + -+ am;eén

A la matriz A = (ai;),71 = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, cuya j-ésima columna estd constituida por las
coordenadas de la imagen del j-ésimo vector e; de la base candnica de R™ respecto de la base candnica de
R™, se le llama matriz de la transformacién T respecto de las bases 31 y (2. Es decir, la transformacién
T : R* — R™ queda univocamente determinada cuando se da la imagen de una base de R™. Sean
01 = {e1,ea, - ,e,} v B2 = {€,83, - ,€,} las bases canénicas de R™ y R™ respectivamente. Las
imégenes de los vectores de la base 31, por estar en R", se pueden expresar mediante combinacion lineal
de los vectores de (3. Sean las imagenes de los vectores de la base 1 mediante la transformacion T las
siguientes:

T(e1) = a11€1 + a8 + - + am1€n,

T(en) = a1n€1 + a2,€2 + - -+ + amn€m
Si x es un vector arbitrario de R™, e y su imagen en R™ sera:
x=x1€e1+ - -+xne, — Y=vy1€1+ - +Yn€nm
se verificara:
yi€1+ -+ yYmem =T (x) =T (x181 + -+ xnen) =217 (€1) + -+ x,T(e,) =
=21(a11€61 + -+ @Gm1€m) + -+ Tp(a1n81 + - + Gpn€m) =
= (anz1 + -+ a1,rp)81 + - + (@121 + -+ GnnTn)8m
de donde

Y1 = a111 + -+ A1nTn

Ym = Qm1T1 + ** + GmnTn
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Son las ecuaciones de la transformacion T respecto de las bases 81 y B2. Las ecuaciones se pueden escribir
en forma matricial del siguiente modo:

Y1 a1 - Qin 1o

Ym, Am1 e Amn T

Es decir, y = Ax, donde las columnas de la matriz A son las coordenadas de las imédgenes de los vectores
de la base canonica (31 respecto de (5.

Matriz jacobiana. Sea f : D C R™ — R™ una funcién diferenciable en xg € D, entonces, segin la
definicién 3.19, sera:

h
f(xo +h) = f(x¢) + f'(x0)h +r(h) donde }lll’r% r(h||) =0 (parah tal que xg+h € D).

Considerando el vector h = te;, e; de la base candnica de R™ y ¢ € R, con t suficientemente pequenio
como para asegurar que Xo + h € D, resulta:

f(xo + te;) = f(xo) + f'(x0)(te;) + r(h)
Y teniendo en cuenta que f'(x¢) es una transformacién lineal, seréd: f'(xo)(te;) = tf'(x0)(e;), luego,

f(xo + te;) = f(xo) + tf'(x0)(e;) + r(h)

de donde,
f(xg +te;) — f(x r(h
f/(XO)(ej): ( 0 i) ( 0) N (t)
y teniendo en cuenta que ||h|| = ¢, podemos escribir
f(xg +te;) — f(x r(h
) (o) = Fe 1) TG0

Al tomar limite cuando ¢ — 0 (i.e. cuando ||h|| — 0) el segundo sumando del lado derecho tiende a cero,
quedando sdélo:

Al descomponer f como (f1, f2,..., fn), y tomando limites en cada una de las coordenadas, vemos que
éstos son las derivadas parciales respecto de la variable z; de cada una de las componentes. es decir,

) ) O fm —Ofi
o) = (7 o) 52 . G2 0 ) = 3 P e

Entonces la j-ésima columna de la matriz que representa a la transformacién lineal (derivada) f'(xq) :
R™ — R™ estd formada por las derivadas parciales de las funciones componentes de f respecto de su
j-ésima variable. Es decir,

ofx of1 of1
8751()(0) %(XO) E(XO)
0 1o} 0
L) ) )
ofn . Ofm Ohn
Txl(xo) sz(xo) O, (x0)

. ., . .. . . 1 0f;
A esta matriz de orden m x n, en cuya i-ésima linea y j-ésima columna aparece la derivada parcial If (x0)
J

de la i-ésima funcién componente de f respecto de su j-ésima variable, evaluada en xq, se le llama matriz
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jacobiana de la funcién f en xg y se denota Jf(xg). Esta es entonces la derivada de la funcién diferenciable
f en x¢ (identificando, como siempre, a la transformacién lineal f/(xg) : R”® — R™ con la matriz que la
representa).

Gradiente y matriz jacobiana. Consideremos el caso m = 1. En este caso, la funcién f: D £ R" —» R
definida en el conjunto abierto D de R™ sera diferenciable en xq € D si se da la transformacion lineal
f'(xp) : R™ — R cuya representacién matricial es la matriz 1 x n

0 0 9
tal que
f(xo+h) = f(xo) +£'(xo)h+r(h) con lim ||(hh||) -

Ahora bien, Si h = (hq, hg, ..., hy,) € R™ es tal que xg + h € D, se tiene

hy
) ) ) h
L ) | I
B
0 0 9
= Tai(xo)hl + Txi(xo)hz 4+ 4 %(Xo)hn

Comparando este resultado con el obtenido en la definicién 3.7 (pagina 31), vemos que se trata exacta-
mente de la misma definicién, s6lo que en aquélla se hablaba de la existencia de las derivadas parciales y
ahora hablamos de la transformacién lineal f'(xg) (la derivada de f en xg) o de un modo mds preciso, de
la matriz que la representa. Es decir, el residuo r(h) queda determinado de la misma manera en ambas
definiciones y se le pide que cumpla la misma propiedad.

Puede demostrarse que la funcién f : D € R™ — R™ es diferenciable en xg € D (segin la definicién 3.19)
si y sélo si sus funciones coordenadas f; : D € R™ — R™ lo son (con la definicién de diferenciabilidad
3.7). M4s atin, teniendo en cuenta que la derivada de la i-ésima funcién coordenada f; en x¢ es la matriz

de orden 1 x n 5 5 5
8ix0) = (G o) o) ()

tenemos que la derivada de la funcién f : D € R™ — R™ es la matriz que en su i-ésima fila tiene la
derivada de su i-ésima funciéon componente. Esquematicamente:

8f1 8f1 8f1

37‘T1<X0) 67:62(}(0) o aIn (XO) — Jfl (XO) —

an an 8f2
Jf(X()) _ Tm(xo) TM(XO) . @(Xo) _ — JfZ(XO) N
— Jfm(x0) —

Obsérvese también que la matriz 1 X n, Jf;(Xq), derivada de la funcién f; : D € R™ — R, se identifica de
manera natural con el vector gradiente de f; en xg

Ofi
6951

ofi ofi
(o), o o+ 5 ) )

J fi(x0) = grad fi(x,) = <

Asi, el gradiente de una funcién de n variables (definido en 3.9) es como la derivada de la funcién (en el
sentido de la definicién 3.19).

Ejemplo 3.53. Derivar la funcién f : R?* — R? dada por f(x,y) = (2% + 3y?, 2% + 2y°)
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Solucion. Las funciones coordenadas vienen definidas por:

filz,y) =22 + 342, fo(z,y) = 2° +2¢°

luego,
oh Oh
Jf = Or Oy _(23: 6y>
8f2 afg 31‘2 10y4
dr Oy

Ejemplo 3.54. Hallar la derivada en el punto (0,0) de la funcién f : R? — R? definida por f(x,y) =
(z 4y, "™ sen(z + y)).

Solucion. Las funciones coordenadas vienen definidas por:

fl(xay):x+ya fQ(xay):em+ya fg(x,y):sen(a:—i—y)

luego,
.0 200
of, 8}’2 1 1 11
Jf=1|-—==(0,00 —==(0,0) | = erty ety =111
or dy )
cos(x +y) cos(z+y)/ z=0 11
%(0 ) %(0 0) y=0
Oz ' oy

Regla de la cadena. Caso general. Esquematicamente la situacién seria:

Figura 3.21: Composicién de funciones

Supongamos que la funcién g : R™ — R" es diferenciable en xq y la funcién f : R™ — R”™ es diferenciable

en g(xp). Lo que dice la regla de la cadena es que la funcién compuesta fog : R™ — RP serd diferenciable
en Xg y que

(fog)(x0) = f'(g(x0))g’ (x0)

entendiéndose el lado derecho de esta expresiéon como una composicién de transformaciones lineales, o
bien, en términos matriciales

J(fog)(x0) = Jf(g9(x0))Jg(x0)

entendiéndose el lado derecho de esta ultima expresiéon como una multiplicacién de matrices. Es decir,
la (matriz que representa a la) derivada de la composicion es igual al producto de las (matrices que
representan a las) derivadas de las funciones componentes.

Ejemplo 3.55. Dadas las funciones g : R2 — R3 y f : R? — R?, definidas por:

g(z,y) = 3z, zy,y%)
f(z,y,2) = (27 + 3y*, 2zy2)

Hallar la derivada de la composicion fog : R? — R?
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(a) Mediante la regla de la cadena.
(b) Realizando previamente la composicidn.

73

Solucion. (a) La matriz jacobiana de la composicién vendra definida por el producto de las matrices

jacobianas correspondientes, es decir,

J(fog) = Jf(g(z,y)) Jg(z,y) =

Y

3 .’I:
0 2y

ag1
Plaea) D) P |2
%(g(%y)) 322((93 v)) aaf;(g(w,y)) ggxg
ox
N 3.0
:<yz 2xz 2xy) P %)l 2‘2 -
30
2(3 6(xy) 0 _
(2 ) 20 2<3x><xy>) 0 %)

6z 6a:y O) 30 _<18x—|—6xy2

2xy®  6xy? 62%y 6xy> + 621>

_ (18z + 6zy? 622y
N 12233 1822y

(b) Aplicando previamente la composicién, resulta:

(fog)(z,y) =f(g(z,y) = £(3z,2y,5%) = ((3z) + 3(zy)?,

= (92% 4 3222, 62°%y°)

de donde, la derivada de la composicién es la matriz:

18z + 6zy?  6x2

que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena.

2(32)(xy) (y*))

991

ox

992

ox

993

ox

622y
622y? 4 122292

Ejemplo 3.56. Dadas las funciones g : R® — R? y f : R? — R?, definidas por:

gz, y,2) = (zy,yz, 0 +y + 2)
f(z,y.2) = (@ +y°,y + 22 = 1)
Hallar la derivada de la composicion fog: R? — R? en el punto (1,1,1)

(a) Mediante la regla de la cadena.
(b) Realizando previamente la composicion.

Solucion. (a) La matriz jacobiana de la composicién vendrd definida por el producto de las matrices

jacobianas correspondientes. En este caso, a ser g(1,1,1) = (1,1, 3), ser4,

J(fog)(1,1,1) = Jf(g(l, 1, 1)) Jg(1,1,1) = Jf(1,1,3) Jg(1,1,1)

luego
2z 3y2 0 2 3
Jf(1,1,3):< ) = (
0 1 2z (1,1,3) 0 1
y x 0 1 1
Jg(1,1,1) = 0 z y =10 1
1 1 1 1 1

1,1,1)

0
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de donde, resulta:
2 30
J(fog)(l,Ll) - (0 1 6)

(b) Aplicando previamente la composicién, resulta:
(fog)(z,y,2) = f(glw,y,2)) = fay,yz,x +y +2) = (¢®9* +9°2% gz + (z +y + 2)* - 1)
de donde, la derivada de la composicién es la matriz:

J(fog)— 2xy? 2x2y% 4 3y22> 3y 22
&)= \2e+y+2) 2+2@+y+z) y+2a+y+2)

de donde resulta:

2zy? 22292 + 39223 3y322 2 5 3
f 1,1,1) = =
(Fog)(1,1,1) <2(m+y+z) z4+2x+y+z) y+2x+y+2) (111) 6 7 7

que coincide con la obtenida mediante la regla de la cadena.

El teorema que establece rigurosamente la regla de la cadena en el caso general puede enunciarse de la
siguiente forma:

Teorema 3.10. Seaf : Dy & R"™ — RP una funcion definida en el abierto Dy deR™ yg: Dy & R™ — R”
una funcion definida en el abierto Dy de R™ tal que g(Dy) & Dy. Si g es diferenciable en xg € Dy y £
es diferenciable en g(xo) € Dy entonces la funcion fog : Dy & R™ — RP es diferenciable en xo y su
derivada viene dada por la matriz:

J(f o g)(x0) = JE(g(x0)) J&(x0)

La demostracién puede verse en [?, Pita]

3.9. Funciones implicitas

3.9.1. Funciones de una variable

Dada la ecuacién F(z,y) = 0 nos planteamos la cuestién de si es siempre posible despejar
y en términos de x y dejar establecida la funcién y = f(x). La respuesta a esta cuestién
es negativa. En efecto: De la expresién 22 +y? — 1 = 0 no podemos establecer una funcién
y = f(z) despejando y en términos de z, ya que 2%+ y? = 1 define dos funciones, a saber,
y=filz)=v1—-22ey= fox) = —v1— 22

La cuestién anterior puede plantearse en términos de curvas de nivel. Asi, podemos pre-
guntarnos lo siguiente, dada la funcién z = F(z,y), jes su nivel cero, F(z,y) = 0, una
curva que se puede ver como la grafica de una funcién y = f(x)?.

Podemos hacer un planteamiento local de la cuestién anterior: Dada la funcién z = F(z,y),
sea (o, yo) un punto para el cual F(xg,y0) = 0. De F(x,y) = 0, ;se puede obtener (des-
pejando y en términos de ) una funcién y = f(z), definida en una vecindad de xq, tal
que yo = f(zp). Cuando tal entorno y tal funcién y = f(x) existen, decimos que la funcién
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y = f(z) esta definida implicitamente por la expresion F(x,y) = 0, o bien que es una
funcién implicita dada en F(z,y) = 0.

Graficamente, la situacién puede visualizase, en el ejemplo de la circunferencia, de la sigu-

iente forma:

Y

La ecuacién 22+ 1% = 1, en general no define una sola funcién

\\ y = f(x), sin embargo, si nos limitamos a un entorno del

T punto (1/v/2,1//2), st que queda definida una sola funcién

-1 1 (reduciéndonos a ese entorno), mientras que en un entorno

del punto (1,0) no queda definida dicha funcién (ya que cada

punto tendria dos imagenes, al haber dos puntos en la misma

vertical).

Figura 3.22: 22 + 42 =1
Planteamiento practico. Supongamos la ecuacién F(z,y) = 0, si supiéramos despejar

y en términos de x, tendriamos y = f(x), y podriamos calcular d_y =7.
x

dy
F x, =0 — — T — —Z =7
(z,y) y = f(z) I
El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar y en términos de x

;,cémo podemos calcular dicha derivada?.
Partamos de que F'(x,y) = 0, serd dF'(z,y) = 0, de donde

dF dx dy dy
dF = F,d F,dy=20 —=F—+F,—==0 F, — =0
T Lydy - dx dm+ Ydx - + Ydx
de donde,
dx Fy(z,y)

Teorema 3.11 (De la funcién implicita). Supongamos la funcion z = F(x,y). Sea
(20,%0) € R? un punto tal que F(xq,10) = 0. Supongamos que la funcién F tiene derivadas
parciales continuas en alguna bola B con centro en (xg,yo) y que Fy(xo,yo) # 0. Entonces
F(z,y) =0 se puede resolver para y en términos de x y definir asi una funcion y = f(x)
con dominio en una vecindad V' de xq, tal que yo = f(x0), la cual tiene derivada continua
en V' que puede calcularse como

—Fi(z,y)
/ !/ x )
y = f €Tr) = —_, X e V
( ) Fy (ZL’, y)
Esquematicamente seria:
F(xo,10) =0 _Fy(z,y)
F, y F, continuas » =y = f(x), tal que yo = f(xo), vy ademds y' = #
x
Fy(w0,90) # 0 y(2,y

Debe tenerse en cuenta que el teorema de la funciéon implicita es un teorema de existen-
cia. Dice que existe una funcién y = f(z) definida implicitamente por F(x,y) = 0, sin
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embargo, no dice cémo se puede determinar dicha funcién. Es méas, podria ocurrir que la
estructura algebraica de la ecuaciéon F(z,y) = 0 no permitiera el despeje de y en térmi-
nos de x. De ahi la importancia del teorema que afirma que, si se cumplen las hipotesis,
aunque no podamos despejar y en términos de x, tal funcion existe, y ademas el teorema
nos dice como calcular su derivada.

También hay que advertir que se trata de un teorema local. Nos asegura la existencia de
la funcién y = f(x), o bien la posibilidad de despejar y en términos de z a partir de
F(z,y) = 0, pero solamente en las cercanias del punto (zo,yo)-

También debe tenerse en cuenta que para el caso de una variable existe la posibilidad de
calcular la derivada de la funcién implicita aplicando directamente las reglas de derivacion
sobre la ecuacién F'(z,y) = 0. Simplemente habra que tener en cuenta que cada vez que
derivemos la variable y habra que multiplicar por su derivada /.

Ejemplo 3.57. Calcular v, siendo y> +y?> — 5y — 22 +4 =0

(a) Aplicando las reglas de derivacion.
(b) aplicando el teorema de la funcion implicita.

Solucion. (a) Mediante las reglas de derivacién tenemos:

2z

32/ 2ur — 5y — 2x =0 [
Yy +2yy Y € - Y 32+ 2y — 5

(b) Mediante el teorema de la funcién implicita, hacemos F(z,y) = v +y* — by — 2% + 4,
con lo cual,

F,=3y2+2y—5 TR, T 3pr2y—5

Ejemplo 3.58. Razonar si la ecuacién e’ = x® + 3y determina una funcion y = f(x)
que cumple f(1) = 0 y que es derivable en x = 1. Calcular f'(1) y la recta tangente a

f(z) en (1,0).

Solucion. El teorema de la funcién implicita afirma que una ecuacién F'(x,y) = 0 define
una funcién y = f(x) derivable en un punto xg, si se cumplen las tres condiciones si-
guientes: El punto P(z, o), con yo = f(x¢), cumple la ecuaciéon F(P) = 0, las derivadas
parciales de F' en P son continuas, y Fy,(P) # 0.
El punto P(1,0) cumple la ecuacién dada, en efecto:

e =1"+3.-0=1+0=1
Las derivadas parciales de F(z,y) = €¥ — 3 — 3y son continuas en todo R? y por tanto
en P, por tratarse de una funcién polinémica y una exponencial, en efecto:

Fy(z,y) = —32?
Fy(z,y) =¢Y—3

Y ademds: F,(1,0) = e’ —3 =1—3 = —2 # 0. Luego podemos afirmar la existencia de
la funcién y = f(x) que cumple f(1) = 0 y que es derivable en x = 1.
En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

/ - —Fx(ZL‘,y) o 31‘2 3
fiz) = Fy(z,y) —69—3_> n



3.9. FUNCIONES IMPLICITAS 77

y teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto
P(1,0) viene definida por:
y=fM)+ 1) (-1

3
resulta: y:O—§(x—1) — 3x+2y=3

Ejemplo 3.59. Dada la ecuacion x* + y? = 2

(a) Justificar que la ecuacion x* + y* = 2 define, en un entono del punto (1,1), una
funcion y = y(x)
(b) Calcular y'(1), y"(1)

Solucion. (a) Para que quede garantizada la existencia de la funcién y = y(x), deberan
cumplirse las tres condiciones siguientes:

El punto (1,1) cumple la ecuacién. En efecto 12 +12 =1+ 1 =2

Las derivadas parciales de la funcién F(z,y) = x* + y* — 2 son continuas en un entorno
del punto (1, 1). En efecto,

F, =2z F,=2y queson continuas en R?

F,(1,1) # 0. En efecto, F,,(1,1) =2#0
Luego existe la funcién y = y(x). Que en este caso es y = +v/2 — z2.

(b) Para calcular las derivadas podemos aplicar las reglas de derivacién. En efecto,

_ ~1
Pt =2 o 242y =0 — y=— = yl)=—=-1
y

y derivando nuevamente,

1o () -2

242ty =0 = L+ =0 = ¢ =— 1

nota: Hay que aclarar que los papeles de las letras x e y son perfectamente intercambia-
bles. Asi, si la funcién z = F(z,y) es tal que en el punto (zg,yo) vale cero, F(xg,yo) = 0,
que en una bola con centro en (g, yo) tiene derivadas parciales continuas y que su derivada
respecto de x es distinta de cero en (zg,yo), es decir, F,(zo,yo) # 0. Entonces, el teorema
de la funcién implicita garantiza la existencia de una funcién = = g(y) tal que zo = g(yo),
para y en una vecindad de 9, y ademas su derivada, en esa vecindad, es:

dx —F,(z,y)
dy Foz,y)
Es evidente que si en el punto (xg,yo) se tiene

Fo(ro,10) #0 y Fy(ﬂfo,yo) #0

entonces el teorema de la funcién implicita nos dice que en los alrededores de (zg,yo), la
grafica de la curva F(zg,yy) = 0 se puede ver como la grafica de una funcién y = f(z) o
bien como la grafica de una funcién z = f(y).
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Puntos regulares. Si z = F(z,y) es una funcion tal que F'(zo,79) = 0 y en una bola B
con centro en (g, Yo) las parciales F,, y F,, son continuas y si F (2o, yo) 7 06 F, (20, yo) # 0
(o equivalentemente si (F,(x, yg))2 + (Fy (o, yo))2 # 0) entonces (zg,yo) se dice que es
un punto regular de la curva F(z,y) = 0.

Es decir, los puntos regulares son aquellos puntos (xg,¥o) tales que en una bola con
centro en ellos, a partir de F(z,y) = 0, se puede despejar x o y en términos de y o z,
respectivamente, y establecer una funcién con derivada continua x = g(y) 6 y = g(x).

Si el punto (zg, yo) no es regular de F'(x,y) = 0, se dice que es un punto singular.

3.9.2. Funciones de dos variables

Dada una ecuacion F(z,y, z) = 0 nos planteamos ahora la cuestién de jcudndo de dicha
expresion se puede despejar z en términos de x e y y formar asi una funcién z = f(z,y)?
Es decir, jcuando el nivel cero, F(z,y,z) = 0, de la funcién w = F(z,y,z) se puede
ver como la gréfica de una funcién z = f(x,y)? Planteamiento practico. Supongamos
la ecuacién F(x,y,y) = 0, si supiéramos despejar z en términos de x e y, tendriamos

z = f(x,y), y podriamos calcular 8_323 =7y g—; —=7.
%
Fewa et et - LR
a_y —.

El problema se presenta cuando no sabemos o no queremos despejar z en términos de x
e y {como podemos calcular dichas derivadas?.
Partamos de que F(z,y,z) =0, serd dF(x,y, z) = 0, de donde

dF _ dz dy dz

— _ x x T x
W=hdrt byt BAE=00 =0 dEde oy de
dy — “dy Y dy “dy
Ahora bien,
(a) Para y = cte., en el primer caso resulta:
0 0 _F:E ) I
S N L S 3 CUY 1)

- = 7 7
ox ox F.(z,y,z)
(b) Para x = cte., en el segundo caso resulta:

0z 0z —Fy(x,y,2)
0+ F,+F—=0— — =427
Ty T T 8y T Fe, o)

Teorema 3.12 (De la funcién implicita). Supongamos la funcion w = F(x,y, z). Sea
P = (70, Y0, 20) € R un punto tal que F(xo,yo,20) = 0. Supongamos que la funcién F



3.9. FUNCIONES IMPLICITAS 79

tiene deriwadas parciales continuas en alguna bola B con centro en p y que F.(p) # 0.
Entonces F(x,y,z) = 0 se puede resolver para z en términos de x e y y definir asi una
funcion z = f(z,y) con dominio en una vecindad V' de (xq,yo), tal que zo = f(xo, o), la
cual tiene derivadas continuas en V' que pueden calcularse como

0z —Fy(v,y,2) 0z —Fy(z,y,2)

dr — F.z,y,2) 0y  Fux,y,2) @y eV

Esquematicamente seria:

82 _Fa: xr,Y,z
F(z0,90,20) = 0 or F (-57 Z))
Fy, Fy, F. continuas » = z = f(z,y), tal que 20 = f(z0,%), ¥ | 5. —ﬁy(:f:yz} z)
Fz(x()?yOuZO);éo 8_31: F(Q? Y ’Z)

Las derivadas parciales también pueden calcularse a partir de las reglas ordinarias de
derivacion, suponiendo una de las variables constante, con la tinica observacion de multi-
plicar por la derivada parcial correspondiente, cada vez que derivemos z.

0 0
Ejemplo 3.60. Calcular a—z Y 8—2 siendo 3x%z — x?y* + 22> +3yz —5=10
r Oz

(a) Mediante las reglas ordinarias de derivacion.
(b) Mediante las formulas de la funcion implicita.

Solucion. (a) Mediante las reglas ordinarias de derivacién tenemos:

—6x2 + 2zy>
32+ 622 + 3y
2%y — 3z
3x2 + 622 + 3y

6xz + 3022, — 20y® + 6222, + 3yz, =0 — 2, =

32z, + 22y + 622, + 32+ 3yz, =0 — 2z, =

(b) Mediante el teorema de la funcién implicita, hacemos:
F(x,y,2) = 32%2 — 2%y* + 22° + 3yz — 5,
con lo cual,

F<1’Z/2):6x2—2xy2 %:_Fz: —6IZ+21‘y2
Fy(x,y,z) = —2x2y+3z Ox Fz 3$2+622—|—3y

—F, 202y —
Fz(m7yaz):3x2+622+3y 82_ y Ty — 32

dy F, 3224622+ 3y
Ejemplo 3.61. Razonar si la ecuacion x® + 2y + 23 — 3wyz — 2y + 1 = 0; determina
0 0
una funcion z = f(x,y) en un entorno del punto (0,1). Calcular 8_f<0’ 1), 8_f(0’ 1) y la
€ Y

ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (0,1, f(0,1)).
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Solucion. El teorema de la funcién implicita afirma que una ecuacién F(z,y,z) = 0 de-
fine una funcién z = f(x,y) diferenciable en un punto p = (x,y), si se cumplen las tres
condiciones siguientes: el punto P = (z,v, z) cumple la ecuacién F(P) = 0, las derivadas
parciales de F' en P son continuas, y F,(P) # 0.
En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuacién dada viene definido por las coorde-
nadas:

r=0, y=1 — 242°-24+1=0 — z=-1

Las derivadas parciales de F(z,y,z) = 23 + 2y> + 2% — 3xyz — 2y + 1 son continuas en
todo R? y por tanto en P, en efecto:

Fx<x7y72) = 32° — 3y2
F,(z,y,2) = 6y* — 3zz — 2
F.(z,y,2) = 32% — 3zy

Y ademds: F,(0,1,—1) = 3 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la funcién
z = f(z,y) diferenciable en el punto p = (0, 1).
En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

of —Fi(e,y,2) =32 +3yz of
—(ZL‘,y) - - 2 ~ ox
of —Fy(wy,2) _ 6y +3wz4+2  Of
—_— p— - a0 0 o1 -1
ay(x,y) FZ(.CL’,Z/,Z') 322_3xy — 8y( 9 ) FZ(O,l,—l)

~F,(0,1,-1) -3
0.1)= —>>> /< _ _1
(0.1) F.(0,1,—1) 3

_ —F,(0,1,-1)

—4

3
y teniendo en cuenta que la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el
punto P(0,1, —1) viene definida por:
of of

2= 0.0) + 5 0.1) - (e = 0) + 5 (0.1) - (s 1)

4
resulta: z=—-1—2— g(y — 1), o bien, simplificando 3z + 4y + 3z =1

Ejemplo 3.62. Sea F una funcion diferenciable y con derivadas parciales continuas tal
que F(9,2,—4) =0 y VF(9,2,—4) = (—1,0,5). sLa ecuacion F(x,y,z) = 0 define una

funcién diferenciable z = f(x,y) tal que f(9,2) = —4¢ En caso afirmativo, determina

0 0

8_f(97 2) y a—f(Q, 2) y, con su ayuda, calcula la ecuacion del plano tangente a la superficie
x Yy

z = f(x,y) en el punto (9,2, —4).

Solucion. El teorema de la funcién implicita afirma que una ecuacién F(x,y, z) = 0 define
una funcién z = f(x,y) diferenciable en un punto p = (z,y), si se cumplen las tres
condiciones siguientes: el punto P = (z,vy, z) cumple la ecuacién F(P) = 0, las derivadas
parciales de F' en P son continuas, y F,(P) # 0.

En nuestro caso, el punto P que cumple la ecuacién dada viene definido por P(9,2, —4)
Por hipétesis, las derivadas parciales de F' son continuas en todo R?® y por tanto en P.
Sus valores vienen dados por las coordenadas del gradiente:

VF = (F,,F,,F.) — Fy(9,2,-4)=—1, F,9,2,-4)=0, F.(9,2,—4) =5
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Y ademads: F,(9,2,—4) = 5 # 0 Luego podemos afirmar la existencia de la funcién
z = f(z,y) diferenciable en el punto p = (9, 2).
En virtud del teorema de la funcién implicita tenemos:

of  —Fy(z,y,2) of _ —Fy(9,2,-4) 1
25 = Fwy = 5202 =7 F.(9,2,—4) 5
of  —F(zy,2) of —F,(9,2,-4) 0
oY= g o T Res -y T30

y teniendo en cuenta que la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el
punto P(9,2, —4) viene definida por:

z:f(9,2)+%(9,2)-($—9)+

of

a—y(9,2) (y—2)

1
resulta: 2z = -4+ g(x —9) + 0(y — 2), o bien, simplificando z — 5z = 29

3.10. Extremos de las funciones de varias variables

3.10.1. Introduccién

Funciones de una variable

La funcién f : I C R — R, definida en el intervalo abierto I de R, se dice que tiene un maximo (minimo)
local o relativo en un punto zo € I si en un entorno V,, de xq se tiene f(zg) > f(x) (f(zo) < f(x),
respectivamente) para todo x en V,,. En otras palabras, f tiene un méximo (minimo) local en xq si f(zo)

es el valor més grande (més pequeno) de la funcién en torno a xg.

Yy
f(x1) <

f(xo)

Figura 3.23: y = f(z) tiene un minimo local en = zg y un maximo local en z = z;.

Una condicién necesaria para que la funcién f tenga un extremo (mdximo o minimo) local en xg es que,
si f'(xo) existe, entonces f'(xg) = 0. Geométricamente esta condicién significa que si la gréfica de la
funcién es suave en xg, su recta tangente en dicho punto debe ser horizontal. Es decir, en un extremo

local la gréafica de la funcién o no tiene recta tangente, o si la tiene es una recta horizontal.
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3.10.2. Definiciones

Maximos y minimos absolutos.

Los valores f(zo,30) ¥ (z1, 1) tal que £(zo, ) < f(z,y) < f(21,51) para todo (z,y) en
D se conocen como minimo absoluto y maximo absoluto de f en la regién D.

Teorema de existencia del maximo y del minimo absoluto. Toda funcién continua,
definida en una regién cerrada y acotada, alcanza, en dicha regiéon, un valor méaximo
absoluto y un minimo absoluto.

Maximo y minimo relativo.

Definicién 3.20 (Extremo local). Sea f : D C R"™ — R una funcion definida en el
conjunto abierto D de R"™. Se dice que f tiene un mdzimo (minimo) local o relativo en el
punto xg € D si f(Xo) > f(x) (f(x0) < f(x) respectivamente) para toda x en una bola B
de centro en Xg.

f(zo,yo) es minimo relativo < f(x,y) > f(xo,v0) Y(z,y) € By,
f(x0,y0) es maximo relativo < f(z,y) < f(zo,90) Y(z,y) € By,

Es decir, al igual que en el caso de funciones de una variable, la funcién f tendra un
méximo (minimo) local en xg € D si f(xg) es el valor més grande (més pequeno, respec-
tivamente) de todos los valores de f(x) para x en una bola de centro en xg.

Puntos criticos. Se llaman puntos criticos de una funcién a aquellos puntos en los que
el gradiente vale cero o no esta definido, es decir,

1. Puntos en los que todas las derivadas parciales valen cero (simultdneamente).

fm<x07y0> =0 y fy(l'o,yo) =0

2. Puntos en los que alguna de las derivadas parciales no esta definida.

fo(zo,v0) o  fy(xo,y0) no existe

minimo Maximo minimo Maximo Punto silla

Figura 3.24: Puntos criticos.

Teorema de los maximos y minimos relativos. Los extremos de una funcién conti-
nua se producen solamente en los puntos criticos. Es decir, en un maximo y en un minimo
relativo, las derivadas parciales o no existen o valen cero.

En efecto, g(z) = f(x, o) tiene un extremo relativo en zy entonces ¢'(x¢) = 0 0 no existe.

Pero ¢'(z) = fu(z0,0)
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De la misma forma, h(y) = f(xo,y) tiene un extremo relativo en yo entonces h'(yo) =0 o
no existe. Pero 1/'(yo) = f, (20, %0)

Estudio de la naturaleza de los extremos relativos, a partir de la propia funcién.

Ejemplo 3.63. Determinar los extremos relativos de la funcion:

f(z,y) = 22> +y* +8x — 6y + 20

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los puntos criticos: Puntos
en los que alguna de las derivadas parciales no estd definida, y puntos en los que las
dos derivadas parciales son nulas. En el caso de funciones polinémicas las parciales estan
siempre definidas, por tanto:

fx(x,y):4x+8 de +8 =10 r=—2
fy(:r;,y)—Qy_(;} 2y—6—0} y =3 }p(—273)

Para estudiar la naturaleza del punto critico p(—2,3) comparamos el valor de la funcién
en el punto critico con el valor de la funcién en los alrededores del punto critico.

f(-2,3)=3

f(z,y) =222 + 4> + 8z — 6y + 20 = 2(a? + 4a) + y* — 6y + 20 =
=2 +4r+4—4)+y* —6y+9—-9+20=
=242 -8+ (y—3>—-9+20=
=2(z+2)°+(y—3)>+3>3

Figura 3.25: minimo.

Resulta que para cualquier punto (z,y) se tiene que f(z,y) > f(—2,3), luego f(—2,3) es
un minimo (absoluto).

Ejemplo 3.64. Determinar los extremos relativos de la funcion:

flz,y)=1-— (xQ +y2)1/3

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los puntos criticos: Puntos en
los que alguna de las derivadas parciales no estd definida, y puntos en los que las dos
derivadas parciales son nulas.

1 —2/3 —2x
oz, y) = —=2z(2? +9? =
folz,y) = =322(e* +¢7) R
1 —2/3 —2y
x) = ——2 :EQ —|— 2 = —-——
fol,y) = =32y(2* + ) e

Donde el tinico punto critico es el punto (0,0), en donde no estan definidas ninguna de las
dos derivadas parciales. Para estudiar la naturaleza del punto critico p(0,0) comparamos
el valor de la funcién en el punto critico con el valor de la funcién en los alrededores del
punto critico.
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f(0,0) =1
fley) =1= /2" +y* <1

Resulta que para cualquier punto (z,y) del plano se tiene que
f(z,y) < £(0,0), luego £(0,0) es un maximo (absoluto).

Figura 3.26: maximo.

Criterio de los cortes con los planos verticales

Para comprobar que en un punto critico no existe ni maximo ni minimo cortamos la su-
perficie mediante planos verticales que pasen por el punto critico, si las curvas resultantes
tienen puntos por encima y por debajo del punto critico, entonces se trata de un punto
silla. El método es sélo refutativo y no permite afirmar la existencia de méaximo o minimo,
sino sélo de punto silla.

Ejemplo 3.65. Determinar los extremos relativos de la funcion: f(z,y) = 1 — z* + y?

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los puntos criticos: Puntos
en los que alguna de las derivadas parciales no esta definida, y puntos en los que las
dos derivadas parciales son nulas. En el caso de funciones polinémicas las parciales estan
siempre definidas, por tanto:

Donde el tnico punto critico es el punto (0,0). Para estudiar la naturaleza del punto
critico p(0,0) comparamos el valor de la funcién en el punto critico con el valor de la
funcion en los alrededores del punto critico.

f(0,0) =1
f(x,y>:1—:c2+y2:{ o

)=1—-22<1
)=1+y*>1

Figura 3.27: Punto silla.

Para estudiar la naturaleza del punto critico p(0, 0) se ha cortado la superficie mediante los
dos planos verticales y = 0 y = 0 con lo que se han obtenido las curvas f(z,0) = 1 — z?
v f(0,y) = 1+ 2. Para la primera, el punto x = 0 es un mdximo; y para la segunda, el
punto y = 0 es un minimo. Luego el punto critico p(0,0) es un punto silla.
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3.10.3. Ceriterio del hessiano
Caso particular de funciones de dos variables.

Para estudiar la naturaleza de los puntos criticos, formamos la matriz hessiana en dichos

puntos:
_ fmc f:cy
Hilw.y) = (fyx fyy)

Y comparamos los signos de los dos determinantes principales:

Di=fuus  Da=Hf@p)l = |} 5| = feofiy = (Fu)”
yxr vy
Resultando, para el caso de dos variables:

H | fu
+ minimo

|~ Maximo

— Silla

0 Duda

Nota: El criterio del hessiano puede fallar a la hora de estudiar la naturaleza de los
extremos relativos de dos formas: Bien porque alguna de las derivadas parciales no
esté definida, entonces no se puede aplicar el criterio; o bien, porque el hessiano sea
cero, en cuyo caso el criterio no da informacién. En este caso habra que aplicar otras
técnicas, como puede ser el cortar la superficie por planos verticales.

Ejemplo 3.66. Encontrar los extremos relativos de la funcion:
fla,y) = —a® + 4oy — 2% + 1

Solucion. Hallamos las derivadas parciales y determinamos los puntos criticos: Puntos
en los que alguna de las derivadas parciales no estd definida, y puntos en los que las
dos derivadas parciales son nulas. En el caso de funciones polinémicas las parciales estan
siempre definidas, por tanto:

fo(m,y) = =32% + 4y —322+4y =0 —32% +4y =0 o(—=3x+4)=0 =
fy(z,y) =4z — 4y dor —4y =0 xT=1y T=y

Luego los puntos criticos son p(0,0) y q(4/3,4/3).
Para estudiar la naturaleza de los puntos criticos, hallamos la matriz hessiana en cada

uno de ellos:
nren= (7 ) = (0 1)

= —16 < 0 = p(0,0) es un punto silla

Con lo cual resulta:
0 4 ‘

H.0l=) °

H{f(4/3,4/3)| = -8 4 =32-16=13>07y fou = -8 < 0 = q(4/3,4/3) es un
y/—}

maximo relativo.
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Ejemplo 3.67. Hallar y clasificar todos los puntos criticos de la funcion
fz,y) = ' +y* + 62%y* + 827

Solucion. Los puntos criticos son aquellos que anulan simultdneamente las dos derivadas
parciales, o bien donde alguna de las derivadas parciales no existe. Al ser la funcién dada
una funcién polinémica es diferenciable en todo R?, luego los puntos criticos vendran dado
por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

F, =42 + 120y* + 242> =0 | 2(42® + 12y + 242) = 0
F,=4y®+ 1222y =0 4y(y* + 32%) =0

Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuaciéon con cada
factor de la segunda ecuacion:

1° r=0
10} y:() }P1(070)

1° =0 =0 =0
20} y2+3l’2:0} y2:0} y:O}Pl(()?O)

20} 4x2+12y2+24x20} 4:E2+24m:0} 4x(x+6)=0} P1(0,0)

1° y=20 y=20 y=20 Py(—6,0)
20 42?4122 +240 =0 | 42?2 +12°+242 =0 P;(0,0)
2° Yy +322=0 y? = —322 no admite otras soluciones

Por tanto, las soluciones son P;(0,0), Py(—6,0)

Para determinar si se trata de maximo o minimo, hallamos la matriz hessiana.

Hf(x’ y) B (fy:]c fyy N 24133/ 12y2 + 121’2

Con lo cual resulta que:

» |Hf(—6,0)| = ‘1614 4?2‘ =62208 >0 y foo = +144 > 0 = P,(—6,0) es un
minimo relativo.
= |Hf(0,0) = 00 = 0 — el hessiano no nos determina la naturaleza del
0 0

punto critico. Para estudiar la naturaleza del punto critico P;(0,0) cortamos la
superficie mediante el plano vertical y = x, con lo que obtenemos la curva z =
2 + 2t 4 62t + 823 = 8a* + 822 y estudiamos la naturaleza del origen en esta curva.

Tenemos:
2 =322%+ 2422 — 2 (0)=0 — x9 =0 es un punto critico
2 =962 +48x —  2!/(0) =0
2V =198z +48 —  2/(0) =48 #0 — xy = 0 es un punto de

inflexién.
Luego el punto P;(0,0) es un punto silla, ya que en cualquier entorno suyo hay tanto
puntos por encima de f(0,0) como puntos por debajo.
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3.10.4. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

Planteamiento del problema. En los problemas cldsicos de méaximos y minimos se
trata de hacer méxima o minima una funcién f(z,y) sujeta a una restriccién g(x,y) = 0.
Tedéricamente el problema se puede resolver despejando la variable y en la ecuacion
g(z,y) = 0, y sustituyendo el valor obtenido, y = ¢(z), en la en la funcién f, con lo
cual el problema se reduce al calculo de maximos y minimos de una funcién de una sola
variable.
f(x,y) = f (2, 6(x)) = h(2)

El problema se presenta cuando no es posible o no es practico despejar la variable y en la
ecuaciéon g(z,y) = 0.

Observacion. El extremo de la funcién f(x,y) condicionado por la ecuacién g(z,y) = 0,

no es extremo de la funcién f(z,y), considerada aisladamente, sino de la interseccién de
ambas funciones.

Ejemplo 3.68. Hallar el minimo de la funcién f(z,y) = x? + y* condicionado por la
restriccion v +y — 1 = 0.

Solucion. El problema puede reducirse a una sola variable, en efecto:

Despejando y en la restricciéon resulta: y = —x + 1
y sustituyendo el valor obtenido en f(z,y), resulta
una funciéon de una sola variable.

f(z,y) = 2*+(—2+1)? = 242> —20+1 = 22° —22+1
Es decir,
° y h(z) =22° — 2z + 1
1 Tt+y—1=0 de donde,
p(3:3)
Figura 3.28: Luego el minimo de la funcién es

F(1/2,1/2) =1/4+1/4=1/2

Para comprobar que se trata de un minimo acudimos a la derivada segunda h”(x) = 4,
luego h"(1/2) = +4, luego se trata de un minimo.

Nota: Este ejemplo se ha resuelto reduciéndolo a una sola variable. Con los multipli-
cadores de Lagrange se trata de resolver el problema sin reducirlo a una sola variable, es
decir, sin despejar la variable y de la ecuacién g(z,y) = 0.

Método de los multiplicadores de Lagrange.

Los extremos de la funcion f(x,y), condicionados por la restriccion g(z,y) = 0, se pro-
ducen en los puntos criticos de la funcion:

L(x,y,\) = f(z,y) + Ag(x,y)
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Dichos puntos criticos vendran determinados por las soluciones del sistema:

L,=0 fy+Ag, =0
Ly=0 g(x,y) =0

El procedimiento mas comodo para resolver el sistema consiste en eliminar A entre las dos
primeras ecuaciones y sustituir el resultado en la tercera. En el proceso de resolucion del
sistema hay que procurar evitar perder soluciones en las simplificaciones. Por ejemplo, de
la ecuacion A x = x se obtienen dos soluciones x = 0 y A = 1, mientras que si “tachamos”
la x perdemos la solucién = = 0.

Para determinar su naturaleza estudiamos el signo del determinante:

Ly Lyxz Ly 0 ¢ ¢gy| =— — minimo
A= Lz)\ Lzax L;ty = |Gz Lx;c Lq:y = 4+ — Méximo
Ly Ly Ly| |9y Ly Ly| =0 — duda

Resolvamos el ejemplo 3.68 mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 3.69. Hallar el minimo de la funcién f(z,y) = x* + y* condicionado por la
restriccion x +y — 1 = 0.

Solucion. Formamos la funcién de Lagrange:
L(x,y, A) = f(z,y) + Ag(z,y)
Que, en nuestro caso, es:
L(z,y,\) =2 + > + ANz +y — 1)

Los puntos criticos de esta funcién vendran determinados por las soluciones del sistema:

L,=2x+)X=0 ii_gx}—zx:—%jm:y
L,=2y+A=0 - 1 1
Ly=z+y—1=0 x+y—1:0—>x+x:1—>2x:1—>x:§—>y:§

Luego el tinico punto critico es el punto p(%, %) Para determinar su naturaleza estudiamos
el signo del determinante:

0 ¢, gy| =— — minimo
A=lgy Lyz Lyy| =+ — Méximo
9y Lys Ly, =0 — duda

De donde,

= -2 —2=—4 = minimo

O N =
N O =
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Ejemplo 3.70. Inscribir un rectdngulo de drea maxima, con los lados paralelos a los ejes
de coordenadas, en la regidn del primer cuadrante limitada por la pardbola y = 3 — 22 y
los ejes de coordenadas.

Solucion. La funcién a maximizar es el drea del rectangulo, a = x - y. La restriccion viene
determinada por el hecho de que el punto (x,y) debe pertenecer a la pardbola y = 3 — 2,
luego tenemos:

a=x-Y

_ 2 .

de donde, los puntos criticos vendran determinados por las solu-
ciones del sistema:

L,=y+2zA=0 A=52 | oy _ — 9,2
T Ly=x+A=0 P

Ly=2’+y—3=0 ) 224 20?-3=0—-322=3—-2?=1

Figura 3.29: y = 3 — 2?2

Y al ser x > 0 por ser (z,y) un punto del primer cuadrante, resulta:

r=1 — y=2 — A=-1

Luego el tnico punto critico es el punto P(1,2). Para determinar su naturaleza estudiamos
el signo del determinante:

0 9. gy 0 2z 1| =— — minimo
A=19y Ly Lyl =120 2\ 1| =+ — Méaximo
Gy Lyz Ly, 1 2x 0] =0 — duda

De donde,
0 2 1
AL(1,2;-1) =12 =2 1|=2+4+2+2=06> 0= Maximo
1 1 0

3.10.5. Maximos y minimos absolutos

Toda funcion continua definida en un recinto cerrado y acotado alcanza un valor mdzrimo
y un valor minimo sobre dicho recinto. Para hallar los maximos y minimos absolutos de
una funcién continua en un recinto cerrado y acotado realizaremos el siguiente proceso:

1. Hallamos los puntos criticos en el interior del recinto. Para ello hallamos los puntos
criticos de la funcién, ignorando el contorno del recinto, y una vez hallados los puntos
criticos seleccionamos los situados en el interior del recinto.
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2. Hallamos los puntos criticos en el contorno del recinto. Para ello estudiamos los
extremos de la funcién condicionados por el contorno; bien aplicando los multipli-
cadores de Lagrange, o bien por sustitucién de la variable.

3. Comparamos los valores de la funcion en los puntos criticos hallados. El mayor
corresponde al maximo y el menor al minimo.

Ejemplo 3.71. Determinar los extremos absolutos de la funcion f(z,y) = 2* + y* en el
recinto x* — 2x +y* — 3 < 0.

Solucién. Localizamos el recinto expresandolo en forma canénica (z — 1) +y* < 4, luego
se trata del circulo C con centro en el punto C(1,0) y radio 2.

Se trata de una funcién continua definida en un recinto cerrado y acotado, luego alcan-
zara un maximo y un minimo en dicho recinto. Para encontrarlos seguimos los siguientes
pasos:

(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto, igualando
a cero las derivadas parciales.

wzszO} x=0

F =2 —=0 [ y=0 }Pl(0,0)GC

(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos en la frontera del recinto, para ello
construimos la funcion lagrangiana:

L(z,y,\) :$2+y2+)\(:v2—2x+y2—3)

y buscamos sus puntos criticos:

L,=2rx+2\x—2X=0 r+AXr—A=0 A=-1—-1=0
Lnyg—i—Q)\y:ZO y2—|—>\y202 — y=0— T =
Ly=x"—-2rx4+y°"—3=0 xc=2x4+y*—3=0 r=—1

Los puntos criticos del contorno son: P»(3,0) y P3(—1,0).
(¢) Comparamos los valores de la funcién en cada uno de los puntos criticos, el mayor
serd el maximo y el menor el minimo.

f(0,0) =

f(3,0) =
f(=1,0) =

Para determinar los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un intervalo

cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza de cada uno de los puntos
criticos.

minimo
Maximo

@O

Ejemplo 3.72. Determinar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = 2>+ 3y? en el
recinto x* — 2x +y* — 3 < 0.
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Solucién. Localizamos el recinto expresandolo en forma canénica (z — 1)% +y? < 4, luego
se trata del circulo C con centro en el punto C(1,0) y radio 2.

Se trata de una funcién continua definida en un recinto cerrado y acotado, luego alcan-
zard un maximo y un minimo en dicho recinto. Para encontrarlos seguimos los siguientes
pasos:

(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto, igualando
a cero las derivadas parciales.

s =2r=0 x=0
};EG?FO} e }Pl(o,())ec

(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos en la frontera del recinto, para ello
construimos la funcién lagrangiana:

L(z,y,\) = 2> + 3y* + A(2® — 27 +y* — 3)

y buscamos sus puntos criticos:

L, =2x+2\x—2\=0 r+ A —A=0 A=-3—x=23/2
Ly%6g+2>\y:20 332/4—)\3/:02 — =0 — x =3
Ly=z2*"-2x4+y"—3=0 ¢ —=2x4+y*—3=0 r=—1

3
27

y en consecuencia y = =£4/ %
Luego los puntos criticos del contorno son: Ps(3,0), P5(—1,0), Py(3,1/2), Ps(3,—/2).

(¢) Comparamos los valores de la funcién en cada uno de los puntos criticos, el mayor
sera el maximo y el menor el minimo.

Para x = 5, resulta, de la tercera ecuacion, % —3+9y*—3=0, de donde, y> = 6 — % = %,

f15\ _ 9, 45 _ 54 -
, 4)—4—|—4—4—>Max1mo
15) _ 9, 45 _ 54 -
)—4+ 7 = 7 — Maximo
Para determinar los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un intervalo
cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza de cada uno de los puntos

criticos.

Ejemplo 3.73. determinar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = zy(1 — 2% —y?)
en el conjunto A = {(z,y) € R? tales que 0 <2 <1,0<y <1}

Solucién. La funcién f(z,y) = zy(1 — 2 — y?) = xy — 23y — xy® es continua en todo R?.
El recinto dado es el cuadrado unidad situado en el primer cuadrante. Por tanto, se trata
de una funcién continua definida en un recinto cerrado y acotado, luego alcanzara un
maximo y un minimo absoluto. Para encomtrarlos, seguimos los siguientes pasos:
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(a) En primer lugar determinamos los puntos criticos del interior del recinto, igualando a
cero las derivadas parciales

folm,y)=y—32%y—9y* =0 | y(1-32>—-9*) =0
fo(my) =z — 2% =32y =0 2(l—22-3y*) =0

Para resolver el sistema igualamos a cero cada factor de la primera ecuacion con cada
factor de la segunda ecuacion:

1° =0
10} izo }Pl(0,0)

1° y=20 y=20 y=20 Py(1,0)
20 1—22-3y2=0 1—22=0 r =21 [ Q1(—1,0) no pertenece al recinto
2° 1—322 —9>=0 1—y*=0) y=+1 1 50,1
1° x=0 x=0 =0 ()2(0, —1) no pertenece al recinto

201 1-322—142=0) 322+ = y? =1— 32 y? =1— 322

20 [ 1—2?-3y*=0 [ 22 +3y*= > +3-922=1 [ —-8z2=-2
P=1-322 ) y?=1-322 ) ¢?=1-3/4=1/4) y=+1/2 | Pui(1/2,1/2)
?=1/4 r==41/2 r==+1/2 r==+1/2 el resto no
(b) En segundo lugar determinamos los puntos criticos de la frontera del recinto. Estos
puntos criticos seran los cuatro extremos del recinto Py(0,0), Py(1,0), P3(0,1), Ps(1,1),
y los puntos criticos situados en los cuatro segmentos de la frontera del recinto, que los
hallamos por sustitucién en z = f(z,y) = zy(1 — 2% — y?) = xy — 23y — zy>, estudiando
los puntos criticos de las funciones resultantes, que son de una sola variable.

N

r=0— z=0— 2 =0 para cualquier valor de y — FP5(0, )
r=1—z2=y—y—y’=—yP =2 =3 =0—-y=0— P(1,0)
y=0— 2=0— 2 =0 para cualquier valor de z — P;(z,0)
y=l—oz=ov—-2*—aor=-2—>7=-322=0—-2=0— 5(0,1)
(c) Por ultimo comparamos los valores de la funcién en cada uno de los puntos criticos,
el mayor sera el maximo absoluto y el menor el minimo.

f£(0,0) = f(1,0) = f(0,1) =0
f0,y) = f(x,0) =0
f(1,1)=1—1—-1= —1 minimo
f(1/2

,1/2)=1/4—-1/16 —1/16 = 2/16 = 1/8 Maximo
Para determinar los maximos y minimos absolutos de una funcién continua en un recinto
cerrado y acotado no es necesario determinar la naturaleza de cada uno de los puntos
criticos.



