DISTANCIA. ESPACIOS METRICOS

Distancia:

Dado un espacio no vacio E, se llatigtanciaa toda funcion d:EXE R que
verifique las siguientes condiciones:
i) La distancia entre dos puntos cualesquieragfs@&@o es no negativa .
OA,OB:( ADED BOE=d(A,B) =0 )
i) La distancia entre dos puntos es cero si y sblos puntos son coincidentes.
OA,0B:( ADEOBOE = [d(A,B)=0 -~ A =B])
i) Verifica la propiedad simétrica.
OA,0B: (ADED BOE = d(A,B)= d(B,A) )
Iv) Verifica la propiedad triangular.
(OA,0B, O C : AUEO BOE OCLE = d(A,B) + d(B,C)= d(A,C)

Definicidn de distancia en los conjuntos numéricasas usuales

l.-enR
A B d(A;B)=|b-a]
i i
a b
Il.- en R? ) )
3 SiA=(a; &)y B=(by;by)
b, B
d(A;B)= | AB| =|/(b, - &)* +(h - &)’
A
az
ai bl
A 2
ll.-en R? |
as A - _
b Si A= (a;ae;83) Y B =(by;ba;bs)
: A\ |/
\ B d (A;B) = | AB|
as b2
aa /o /d(A;B)=y(a, - by)? + (8, - B)2 +(g - )’
VA
X
IV.- en R"

n
Si A = (asa;ag;..;a) y B =(bi;bybs;....hy), resulta d(A; B) = ,/Z(ai -)?
i=1



Espacio Métrico

Todo conjunto no vacio, espacio, entre cuyos elersese ha definido
unaDISTANCIA , se denoming&SPACIO METRICO.

Entorno de un punto:

TOPOLOGIAEN R"

SiA es un punto de un espacio métrMdose llamaentorno simétricodeA de
radio o amplituddal conjunto de puntos del espacio que se encueiattana distancia

de A menor qué

E(A;0) ={XeM/dA(X;A) < &}

Entornos en los conjuntos numéricos mas usuales

l.-en R
A
( 1/
\lllllllll
a-0 a
Il.- en R?
A =(ag;ap)
.- en R3

E(A;9)={xeR/|x-a| <0}

E(A;8)={(x;y) eR*/ (x - &)’ + (y - &)* < &}

as

E(A;8)={(xy;2) eR*/ (x - &) + (y - &)° +(z- &)< &7

..............

ar

v



Entorno reducido: Es el entorno sin su centro

enR : E'A:d)={xeR/0<]|x-a|<d}
enR: E'(A:®={(xy) eR*/0<(x-a)+(y-a)* <&}

enR: E(A:8)={(xy;z) eR}/0< (x-a)+(y-a) +(z- &)< &}

Clasificacion de puntos de un conjunto

ConsideremosCOR" y A=(a; & ;....a) O R"

.- A espunto de acumulaciérdeC siy sélo si cualquier entorno reducidoAldiene
interseccién no vacia cdh

En simbolos:
l.- A es punto de acumulacién Ge= 038 >0 ,O0X0OC/ X0 E'(A;d n C

» Al conjunto de puntos de acumulacion@elo llamamosonjunto derivadodeC y
lo indicamosC’.

e Un conjunto egerradosi y sélo si le pertenecen todos sus puntos dmaagion.

En simbolosC es cerrado- C' O C

Il.- A espunto interior deC si y sélo si existe al menos un entornoAdéotalmente
incluido enC
En simbolos:

A es punto interior d€ = 08 >0/E(A;d) 0 C

Al conjunto de puntos interiores @elo indicamo<C; .
* Un conjunto egbiertosi y sélo si todos sus puntos son interiores.

C es abierto- C=C;

lIl.- A espunto aisladodeC siy sélo siA O C pero existe un entorno reducido Ale
al que no pertenecen puntosCie

IV.- A espunto exterioraC siy sélo si existe un entorno deal que no pertenece
ningun elemento d€.

V.- A espunto fronteradeC siy sélo si no es interior ni exterior.

« Frontera de un conjuntces el conjunto al que pertenecen todos los pdrdotera
del mismo.
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Conjuntos acotados.

« ElconjuntoC 0 R" estdacotadosiy solo si existe un niimero real positivo k tal
que O X: (X OC=0OX0O< k).

Esto significa que si un conjunto esta acotadmrexgs puede incluirse en algun entor-
no con centro en el origen.

Conjuntos convexos

« ElconjuntoC O R" esconvexosiy sbélo dados dos puntos cualesquier@ el
segmento derécta” que los une esta incluido €h
Ejemplos emR? :

C:1 es convexo mientras q@@ yC3z no son convexos.

EnR?, una esfera es convexa, en cambio una supeggtéeica no lo es.

Conjuntos disconexos Yy conexos

« Un conjuntoC O R" esdisconexoo no conexasi y sélo si existen dos conjuntos
abiertos, no vaciad y V tales quaJOV=0 y COUNV (creo que es al reves)

Ejemplos:
o —— = AMITITHTIT ~\
_/'U _______ o2 : { \\
! ( )
' \ 1
; 1 I
¢ 1 !
< \U |
\\\ Z L M N S .y V /
Figl ="~ Fig.2 C U [1{11]11111]] 0

En ambas figuras el conjun@es la unién d€, yC,

En la figura 1C esdisconexg en cambio, en la figura 2, no. El conjutale la figura
2 esconexoya que no es posible encontrar dos conjuntos abijatdisjuntos , no vacios
tales que su union conteng&a

« Un conjuntoC O R"esconexosiy sélo sino es disconexo.

Conjuntos conexos por poligonal (p-conexos)

El conjuntcC O R" esconexo por poligonalsi y so6lo si cualquier par de puntos
perteneciente @ pueden unirse mediante una poligonal constituadaip conjunto
finito de segmentos totalmente incluidos&n

AOB




Estosconjuntos son p-conexaonexos pero N0 Convexos.

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definicion de funcion:

Dados dos conjuntas y B , llamamoguncién de A en B

a todo conjunto de pares ordenados con primera@oempe erA y segunda componen-
te enB que verifique las siguientes condiciones (Si ungsa(a;b) decimos que “b es la
imagen de a”):

a) Todo elemento d& debe tener imagen @h(Existencia de imagen)

b) Cada elemento de debe tener una Unica imagenB(Unicidad de la imagen)

En simbolos:

f:A - Besfuncién - [ fAxB
1 OxeAOyeB/(xy)kf
L owefOxy)ef=yi=ys

Trabajaremos con funciones en las 4ugB son subconjuntos d@ 6 R".

TIPOS DE FUNCIONES

1)_Funciones escalares
f:A - B es funcion escalar ADROBOR

Por ejemplo : f: R R/ f(x) =¥

Plot [x"2 {x,-2,2},GridLines->Automatic];




g0R- R /gX)=-2x+3
Plot[-2x+3,{X,-2,2},GridLines->Automatic];

1
h: R-{0)- R/ h(x) =%
Plot[1/x,{x,-2,2},GridLines->Automatic];

2) Campos escalares

F:A- Bescampo escalar AODR"OBORconneNOn=2

2 2
Por ejemplo :H: B R/ H(Xy) =/x +y

Plot3D[Sqrt[x"2+y"2] {x,-2,2}{y,-2,2}];



G: - R/G(xy) =X+
Plot3D[x"2+y"2,{X,-2,2}.{y.-2,2}];

FFRR- R /F(Xy)=-2x+3y
Plot3D[-2x+3y,{X,-1,2} {y,-3,2}];

7

Superficie cénica circular recta con
vértice en (0;0;0) , eje z,
conz=0
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U: R~ R/ U(xy;z)=x +y +z (Como el dominio est&lindo enR> no tiene repre-
sentacion cartesiana)

3)_Funciones vectoriales

f:A - B es funcién vectoriat AODRO BOR™
conm= 2

Por ejemplo:
3 - o
O0R - R /g90=cost.i+ sert j+tk
ParametricPlot3D[{Cos]t],Sin[t],t},{t,0,2Pi}, VievPoint->{2.298,1.991,1.486}];

-1
0.5 0.5
105 0~ "7 %05 4

Hélice circular recta

f:[0,2M OR - R2/f(t) =(cost;sen )

NP




(Los gréficos corresponden a los conjuntos imagenes

4) Campos vectoriales

F:A - Bes campo vectoriad AODR"0 BOR™ conn=20mz=2

Los conjuntos imagen de algunos campos vectorifsidos de subconjuntos dé R
en R estan asociados a superficies én R

Por ejemploF: A O RZ _ R3/ Hu V) = (cosu.senv ;sem .sem ,ces )
ParametricPlot3D[{Cos[u]*Sin[v],Sin[u]*Sin[v],Cos[V.,{u,0,2Pi},{v,0,Pi}];
1

Superficie esférica de radio 1
y centro en (0;0;0)

FER? o RP/HXY=(X%;Y) GR L RIQxyd=xi+yj+zk
<<Graphics PlotField" <<GraphicsPlotField3D"
PlotVectorField[{x"2,y},{x,-2,2}{y,-2,2}, PlotVectorField3D[{x,y,z},{x,-2,2},

Axes->True]; {y,-2,2},{z,-2,2},VectorHeads->Tr{ie
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OBSERVACION :En todos los casos A es el conjunto de partidamidio, B es el
conjunto de llegada. El conjunto de elementos dpi®son imagen de algin elemento
de A es el conjunto imagen de la funcion
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Dominio de un campo escalar

En Analisis I, se vio que una expresion puede fimidena funcion de R en R, pero si
definirla de un subconjunto de R en R. De la misonaa, puede ocurrir que una ex-
presién en 2 variables no defina una funcién terRR, pero a veces, es posible de-
terminar algin subconjunto dé Para el cual quede definido un campo escalar.

Veamos algunos ejemplos eAR

Hallar A 0 R? para que F:A. R sea funcién:

1) Foay)=1-x2 -y

Para que el resultado de una raiz cuadrada seameroreal, el radicando debe ser no
negativo.

4
1-X2—y220:>12x2+y22x2+y251

'y
A={(x;y) OR?/x? +y2 <1} /AL \
NI

»
|

X

1
In|x2-y?|

2) G(xy)=

Para que el logaritmo sea un nimero real, el argtondebe ser mayor que cero.
Para poder efectuar la division, el denominadoedsly distinto de cero.
Entonces:

|xFly|O
|k= V20 O] ¥ - y|#1= {x2 -y2 £10
y2—x2¢1
Resulta:
A={(x;y) DR2/|x}t|y|Dx2—y2 ¢1Dy2—x2 z1}

oy ) 7
M, s A
e\ el
il ol
\\ | Wk " /:,.3-
Dl
IR
Wbt N
Az e
A i
7/ )
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3) H(xy)=In(x+y)

Como el argumento del logaritmo debe ser posigedjene: x +y > G x>-y

Luego: A={(x;y)UR% y >-x}

Conjuntosdenivel .Curvasy superficiesde nive:

Definicién:

Consideremos un campo escalar de dos variables

z = F(x;y); llamamoscurva de nivel de F correspondiente al valor k al conjunto :

C ={(x;y)e R¥ F(x;y) = k} con ke Im(F)

Si w=G(X;y;z) es un campo escalar de tres variallasmmnamossuperficie de nivel de G
correspondiente al valor k, al conjunto:

S={(x;y;2)e R¥ G(x;y;z) = k} con ke Im(G)

En gral.,siH:AIR"- R con n= 2, llamamogonjunto de nivel de H corespon-
dienteak a

Lk ={(X1X 2o X)) H(X2.X 25.....Xp) = k } con kO Im (H)

Ejemplos:

1) Fy)=¥+y, Im(F)=R,

Si hacemos %+ y*= k con kO R*,, se obtiene el origen de coordenadas (k=0) ormircu
ferencias concentro en (0;0) y radid

Con el programa Mathematica graficamos la funcié@igynas de sus curvas de nivel:
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Se trata de un paraboloide
redondo

77—\
1\ Curvas de nivel del paraboloide

Se trata de un semiparaboloide
circular de eje y.

Las curvas de nivel son parabolas de la form

NI

y=x+ K
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3) Si el campo escalar esta definido de un subotmje R en R, es imposible mos-
trar su grafico cartesiano. En cambio si podemesemtar sus superficies de nivel.
H:A - R/ H(xy;z) = In0é+y?+7%), con A= {(x;y;z)URY x*+y*+Z°# 0}
Se tiene Im(H)=R.

Si hacemos InB¢y*+2°)=k, resulta &+y*+z*> = & (son superficies esféricas con centro
en (0;0;0) y radio'&

2

La figura muestra las superficies de nivel corresientes a k<0, k=0 y k>0.

Curvas. Superficies. Superficies ssimples. Curvas sobre una superficie.

Definiciones:

a) Dada una funcién vectorid:A 0 R-R" (con re2) tal que todas sus componentes,
que son funciones escalares, sean continuas, llas@mva asociadaa f conjun-
to imagen de A dado pof .

Ejemplo: f: R R®/ f(t)=(tt t?)
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ParametricPlot3D[{t,t,t"2},{t,-3,3},Axes->True}

b) Dado un campo vectorig: A 0 R*~ R®, tal que todas sus componentes, que son
campos escalares sean continuos, llamamossficie asociadaa G:  conjunto imagen
de A dado paoB:

Ejemplo:G: R*-~ R*/ G:(u;v) =( 2 cos u; 2 sen u; V)

El conj. imagen es
una sup. cilindrica

=04

10

Si G: es inyectiva en un conjunto conexo, decimos queerficie representa-
da por el conj. imagen d&: essimple.

c) Si se compone una funcion vectorial contirqua,b] 0 R—DOR? con un campo
vectorial continuoG:A 0 R~ R®, cuyo conjunto imagen representa una superficie
siendo D1 A, el conjunto imagen d& - f representa uneurva sobrela superficie 2,




Por ejemplo:

15

Seanf:R-RY f(t)=(3;t) yG: R®=R% G(u;v)=(3+U cosv; 3+u senv:u)
asociadas a la cuné y a la superficie ,respectivamente.

v

(x-3)° +(y-3)° =9

Por lo tantoCZ{
z=3

Z(sup.cénica)

Para efectuar la composicién , pen-

=3
conttR

u
Samos

Entonces , resulta:

C?o f?t):(S + 3 cost;3+3 sent;3)
X =3+ 3cost

y =3+ 3sent

z=3

Es decir:j

/)CZ es la circunferencia

de radio 3y centro en
(3;3;3) sobre el plano z= 3
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LIMITE

| +¢

1.- Para funciones escalares

Consideremos una funcién f: AR /'y = f(x) cory _f:) /
A OR vy también el puntoyx punto de acumulacion
A
Decimos quelimf (x) =1 si y solo si paraualquier
IX = X,
ndamero positivoe, es posible determinar otro nlme
positivo d que dependa de, tal que todos los valores
"X" pertenecientes al dominio de f y a un ento
reducido de % de amplitud tengan su imagen a u »

En simbolos
limf(x)=1 « Oe>0,Lo(e)/ Ix[xTOACXDOE"(x,,0) =|f(x)—-l|<¢&
X- X

Recordemos ademas que existen sélo dos "formastatearse a,xpor derecha o por
izquierda. Estos dos "caminos" permiten definicahcepto de "limite lateral". Si los limites
laterales existen y son distintos, no existe lin8ieen cambio, son iguales , el limite existe y es
igual a ambos.

2.- En general

La definicion es la misma.

>

Consideremos, una funcion &:- R"conAO R™ ;Xo , punto de acumulacion de A.

Decimos que |im F(X)=L si y solo si para cualquier nimero positi#goes posible
X - Xp

determinar otro nimero positivl) que dependa de tal que para todos los valores ¥e

pertenecientes al dominio dey a un entorno reducido d¢, de amplitudd, la norma del

vector diferencia entrB(X) y L sea menor que
En simbolos:

)=L < Oe>0 D5(e) >0/0X :[X DA OX OE'(X0:8) = | F(X)-L|<¢]

lim F(
- X

xi
O><l

2.1.- Para funciones vectoriales

Consideramosf: ALR" con n=2 , AOR / f ®)=(f1(t);f2(t);.....£:(1). .t punto de
acumulacion de A. La misma definicidbn toma estentor

Iimf(t) =l = De>0,00 () >0/0t:[t D ADt O E'(t,;0) =||f (t)-T|K €]

t-to

dondel =(ly. lo;....;l) OR"
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Para interpretarlo graficamente se trabaja commloto imagen. Si n=2, podemos interpretar
la definicion de limite con el siguiente grafico:

y
f(t)-1
f(t)
e —>
I trd t to  to+d t
Propiedad x

Considerd:A ~ R" conAORL n=2 yun puntat, de acumulacién da.

lim f{t)=l - t||’nt1 f.t)=; ,00 0{12,..n}

toty

1. | = | Pordef. de limite:

im f()=1 =D0&>0,05()>0/0t:f DADtOE (t 50)=|f ¢)-1]<e]
t t

- (o]

n
o lo que es equivalentv/:Z( f,(t) -1, )2 <&
i=1
n

2
Pero para cada, se cumple qu%a f; (1) -1 i‘ < Z( fi(t) -1 )2, entonces:

i=1
N 2
) -] 2 i -1) <e
i=1

Resulta que, dado w»0, existed(g) >0 tal que: para todo t perteneciente al donieida
funcidn vectorial, y por lo tanto al dominio de aatha de sus componentes, y a un entorno

reducido dd, de amplitud®d, se cumple qu)ef i (1) =1 ‘ <g,coni0{L2..,n}, 0osea
lim f ;(t)=1

t oty

2. |10

lim f;(t)=1, =0&>0,05(¢)>0/0t:[tOAOtOE'(t o;é]):‘fi(t)—li‘«s],
t oty

coni 0{L12..,n}
Entonces paral ACtOE'(t 5;0 ), cond =min{ d i}, se cumple que :

> (f,t)-1;)’<ne?= \/i( fi(t)—|i)2<@_.s‘
=1 i=1
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Es decir, dade'>0, existed(')= min { d; } tal que para todo t perteneciente al dominidade
funcion vectorial y a un entorno reducidotgde amplitud®d, se cumple que

“F(t)-r“<£ '.Porlotantot:lirp F(t):F

2.2.- Para campos escalares

Trabajaremos con campos escalares de dos variablegcir con funciones del tipoAFR: R
conA O R?/z = F(xy) . Si (¥Yo) es un punto de acumulacién de A, el conceptbnaiée
doble se define igual que en los casos anteriores.feeedcia y también la dificultad, radica en
el concepto de entorno &3.

Teniendo en cuenta que un entorno en el planam asrculo abierto (es decir, sin la
circunferencia borde), resulta que existen infsitaminos para acercarnos gy. Para que el
limite doble exista, el comportamiento de la func@lo largo dé¢odoslos caminos incluidos
en su dominio y en un entorno reducido dgyfxdebe ser el mismo.

Limite Doble:
SiFASRconAOR?*/z=F(xy)y (%Yo) es un punto de acumulacién de A, el
concepto de limite extendido a mas de una varezble

oy FOEN) =1 = ooy 6y U ATO<{(x=X0)*+(y= %) <= F(x Y- k<]
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Los puntos sobre la superficie, correspondienties puntos del dominio pertenecientes a un
entorno reducido de {¥,) de radiod, se encuentran entre dos planos paralelos al glade
ecuacioneszkF +¢ y ,z4d ¢

v

Decidir la no existencia del limite doble es rektnente sencillo si se encuentran dos caminos
a lo largo de los cuales la funcién presenta dastinomportamientos.

Para los limites de campos escalares valen las avigmopiedades que para los limites de
funciones escalares

e > -~ . >
1.- Si el limite de Ig() paraX — ?(o es finito, existe un entorno reducidoXlgen el que la
funcion esta acotada.

e > >, > - - . :
- Si el limite de BX) paraX - X, es finito y distinto de cero, existe un entorndudo
eX, en el que la funcién tiene el mismo signo quéngteé.

oNN

3.- S El limite de una suma, resta o producto depcanescalares que tienen limite finito para
- Xo, €s respectivamente igual a la suma , resta o gi@de sus limites. El cociente también
siempre que el limite del campo escalar que figarel denominador sea distinto de cero.

. . > >, .. > L
4.- Si el limite de IS() paraX - X, es finito, entogcesjo puede escribirse como la suma
de su limite mas un campo escalar que es infimtésuanddX - Xo.

Ejemplos:
1)

im XYTx-y+2_ 0 X(Y=2-(y-2 _ . (x=9N.E?) _1
xy) - @2 (x2-D.(y-2) xy)-@2)X-D.x+D(y-2) (xy)-@2 (X-D.(x+D)(y>2) 2

2
. X. .
2) lim % = im X O (por ser producto de infinitésimo por f. acotada)
(xy) - G0 x= +y<  (Xy)-(0,0)

funcion acotada

Limites a lo largo de un camino

'0s y?< x* + y? . Comox? + y?#0,resulta0< y?/ ( x* + y?) <1
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Consideremos un campo escalar de dos variatles,FR conA 0 R?/
z = F(x;y) y se& un camino incluido en A del cual,(¥/,) sea punto de acumulacion.
Estudiar el limite de F a lo largo @esignifica considerar, en la definicion de lindie
un campo escalar, que los puntos (x;y) ademas idenpeer al entorno reducido de; (¥
)deberan pertenecelCasiendo (¥; yo) un punto de acumulacion @e

y | C\ .............. T El(X03Yo);0)

El calculo de limites a lo largo de un camino skice a un célculo de limite en una variable.
Supongamos qué = {(x;y) DA/ y = f(X)} y quéX, =(Xo;yo) €S punto de acumulacién
deC, entonces el limite de F pa)?& Xo través deC se define:

oy ey )= = 0e>0.08() > 0006 ): (i) D C D0 < (x = x0)° * (¥ ~¥0)? <3
(x; yyac

= F(xy)-l <

Para que el limite doble exista, los limites atgd decualguier camino deben coincidir .
('siempre con (X;y)- (Xo;Yo) )

Ejemplo:

] X.
Sea calcular lim 5 y
(x;y) - 00) x“ +y
analizar el comportamiento de la funcion a trave&dminos” que “pasen” por (0;0).
Uno de los caminos posibles, son rectas de laitayvt mx.

5 - Como el dominio de la funcién e$-R0;0)}, se puede

Se tiene:  lim 2X.y2: lim %:Iim mef = m2
) - 00) x2 +y2 (%)= (00) x2 + (Mx)® x-0X2.(1+m?) 1+m
=mx

)
y
Este resultado significa que al cambiar la pendidstla recta, el comportamiento de la funcion
varia. Si nos acercamos al (0;0) a través de ta kee 2x, la funcién se aproxima a 2/5; en
cambio, si lo hacemos a traveés de y = -3x, la imtiende a —3/10. Por lo tanto, como existen
caminos a traves de los cuales el comportamienta filmcion difiere, podemos asegurar que
no existe el limite doble.

Limites sucesivos o iterados

Consideremos z = F(x;y) con domifaR? y (X.;yo) punto de acumulacion de A.
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Supongamos que existen las intersecciones de &fisig representativa de z = F(x;y) con
planos y = b ( b es una constante). Esas inteosescseran curvas definidas por: z=F(x;b)
sobre el plano y = b. En cada una de ellas, sieexée podra tomangflimite para xo.

Yo

v

El conjunto de los limites obtenidos para losimtiss valores de b, definird , en general , una
funcion @ (y) =lim F(x;y)

X=X
En esta funcion, en general, se puede calculdmékelpara vy, Se define asi uno de los
llamados limites sucesivos.

Ixy = |yiﬁ|y|0|r)!|lr2|:(x; Y)}
. L . 1 ] \
Con igual criterio puede deflnlrséyx =i m limF(x y)J l u
, Y= Yo l l

T

Xo X

Yo
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Relaciones entre los limites sucesivos y el doble

» Si existen los limites sucesivos Y el doble, tes son iguales.

» Silos limites sucesivos existen y son distintosexiste el limite doble.

» La no existencia de uno o de ambos limites sucesiwgpermite asegurar nada acerca de la

existencia del limite doble.

0 OBSERVACION

Los limites sucesivos cumplen la misma funcién lgedimites a través de caminos: si ampos

existen y son distintos permiten aseguraN@ existenciadel limite dobleNunca , por si

solos, permiten asegurar la existencia de dichitelim

Un ultimo ejemplo:

Calcular el limite para (x;y) tendiendo a: (0;Q)1) y (-1;1) de

F(x;y)=

senk? - y?)

(x%-y?)

;(x+y)

1

si | xFlyl

si x=yO(x;y) =(-1)

six =-y O(x;y) 0{(00),(-12)}

El dominio de F es Rpero la forma en que esta definida, indica gae pstudiar el limite
para (x;y)- (0;0), debe analizarse el comportamiento de F aupdlly| , cuando x =y ,y

cuando
X =-y

Xy

[im
(x;y) - (0,0)
[XEly]

[im
(x;y) - (0,0)
X=y
l[im
(x;y) - (G0)
X=-y

F(x;y) =

F(xy) =

F(x;y) =

Para (x;y)- (1;1), deberemos considera#¥y| v ,

lim  F(x;y) =

lim
(x;y) - (L (x;y) - (LY
[xEyl

senk? - y?)
(x2 -y?

=1

im_ SeNE®-YY)
Gy) - 00  (x%-y?

lim 1(x +y)=0
(x;y) - (0,0) 2

[im 1=1
(x;y) - (0,0)

X=Y,

x
1

>:>75/1
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lim F(x;y)= lim }(x+y)=1
(xy) - @) (xy) - @1 2

X=Yy

Como el caso [#|y| incluye todos los caminos que pasa por (1;te@® X=y, y por este

camino el comportamiento de la funcibn es el misnpmdemos asegurar que
lim  F(x;y) =1

(x;y) - 1)

De la misma forma , para (x;y) (-1;1), habra que analizar el limite cuandé |y| y cuando

X =-y y también obtendremos que el limite dobistexy vale 1.

CONTINUIDAD

Consideremos, una funciéon F:-A R" con AOR" }Txo , punto de acumulacion de A.

- _> - - _> ’ - - - - -
Decimos que FX) es continua eK, si y solo si se cumplen las siguientes tres camuks:

> O0F(Xg)
» O lim F(X)=I
X - Xo

> | =F(Xp)

Si no se cumple alguna de las condiciones, la danes discontinua en el punto. Si existe el
limite doble, la discontinuidad esitable en caso contrario, @sencial.

En el dltimo ejemplo de limite, resulta que F pntsainadiscontinuidad esenciagén (0;0), ya
gue en ese punto no existe el limite doble,diseontinuidad evitableen (-1;1) pues aunque el
limite doble existe, el valor de la funcion en)les 0 y esontinuaen (1;1).
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DERIVADAS
e Introduccién
Recordamos de Analisis |I.

Definicién

Se llama derivada de f eg al limite,
L0~ (xo)
X—Xq

SeafA - R,con AJR, y seaginteriora A
A si existe, del cocien

f(x) cuandox - Xgq.

f(xo)

Notacion: f ’(&):Df(xo):gz(’}

X0

\ 4

Resulta:

f(xg) = lim 1) T(X0)
X-Xq X—Xp

Como una derivada es un limite pueden darse uresties tres situaciones: que sea un name-
ro, que sea infinito o que no exista.

Definicion:
) . , L . . f(x)—f(x
f es derivable enysi y solo si existe y es finito el limite pata- X deM
X = XO
Interpretacion geomeétrica de la derivada de una fiildn en un punto
0 . f(x)-f(xg) . .
El cociente————= (cociente in-
X = XO

cremental), representa la pendiente de la
recta secante a la curv@ representatia
de la funcion.

Cuandox - Xg, el punto P “resbala”
sobre la curva hasta coincidir conp,Ra
recta secante alcanza una posicion limite
gue corresponde a la recta tangente.

f()

i NAX
Xe—> X

A\ 4

Entonces, si la recta secante tiende a la rectgé¢arte, y el cociente incremental tiende a la
derivada, resulta que:

La derivada de una funcion eg sepresenta , si existe y es finita, la pendiergdadrecta
tangente aCen R.
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« Derivada de funcién vectorial

Consideremos:A  R" conA O ROn=2 ,y# pto. interior deA
[.1.-Definicion:

// _ _ o f(t, +At) - f(t,)
Se llama vector derivado deen ¢ al limite, si existe de: At , cuanda\t — (

Se indicaf '(t,).

£ . f(t, +An) - f(t
Resulta:f '(t,)=|im (t, +At) —  (to)
At -0 At

A )

Teorema:

f ()= (f1(t);f2(1);.....;f(t)) es derivable e t= f; (t) es derivable ety /i/41,...,n}

Por def. de
/ derivada

f i i f(to +At) -f(t Por def.
f (t) derivable enotc» O Ilim ( 0 ) ( O) - F

O lim (f1(to +Ab);fo(tg +AL);---f (to +At)) —(F1(to); f2(to); - Tn(to)) -

Demostracion:

At -0 At
a9 pim (Flto + A0 —Fi(to):...ifn(to + A) = fn(to))
At-0 At Por limite de unp
O] lim fl(t0+At)_f1(t0);...; Iim in(to +AY ~fn(to) /= fun0|on’\_/bek or flef. de vec-
At -0 At At -0 At / tor y de deriv. d¢
una funcién
f1(tg +At) —f4(to) o (tg + A1) —fp (tg) o2
I lim 0 1007 — £0(to) o 707 im0 N30/ ¢ 5(to)
At-0 At At -0 At

Recta tangente y plano normal a una curva eﬁ R

Consideramos :A - R" continua ,corA O R On = 3. La representacion gréfica del conjunto
imagen es una curva &}
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h

z |f(t, +At)

—)

f(t, +At) - f(t,)

Po

f(t,)

h 4

X

Consideremos los punt&sy P, definidos poff (ty +At) y pbtte) | vector f (t, +At) - f (t,)
tiene el médulo y la direccién de la cueRR, .

Al dividir por At y tomar el limite parat - 0, el vector derivado, si existe, tendr& la diréaci
limite de la de una cuerda cuyo_gxtremo tienddrecithr con el punto inicial , es decir tendra
la direcciontangentea la curva ety .

Resulta que la recta tangente a la curva repisente la imagen dfa(t) enR,es
la recta que tiene la direccion de'(t,) y a la que pertenéd.

tpo - X :1?('[0) +Af* (to) (ec. vectorial de la recta tg.)

o bien ,si f(tg)#0,0i0{1,2,3} :

X _fl(tO) _ y—fz(to) _ Z_f3(t0)
f1'(to) f2'(to) f3'(to)

(ecs. simétricas de la recta tangente)

Si llamamogt al plano perpendicular a la recta tangent®ges decir aplano normala la
curva asociada a la imagen ti&), resulta que la ecuacion vectorialtdees:

(X -F(to))d'(tg) =0

y la ecuacién cartesiana:

f1'(to).(X- fa(to)) + f2'(to).(y- falto)) + f3'(to).(2- f5(to)) =0

* Puntos regulares vy sinqulares de una curva. Curvagulares vy lisas.
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Un puntoPy O Ces unpunto regulardeC siy solo si existe la recta tangent€ an R. Parg
ello debe existir una funcion vectoriﬁt[a,b] -~ R" con n>2, continua/ f (t)= (f1(t);fa(t);.....;fu(1))
siendoC la curva asociada a su imagen, tal que existaseamulo el vector derivadd ‘ (t,) con

Po= F(to). Los puntos d€ que no son regulares se llan@mtos singulares

Toda curva admite distintas parametrizacionesg@ueurrir que en alguna de ellas el ve
derivado sea nulo, pero que no lo sea para otra.

Si f es inyectiva en [a,b], la curva gsple.

SiOt[a,b] esf’ (t) continua y distinta del vector nulo, entontagurva
C asociada al conjunto imagen fleeslisa.

* Derivacidn de campos escalares

Campos escalares de dos variables

INCREMENTO PARCIAL Y TOTAL

Sea FA - R, conAl R?/z =F(x;y) y seaPy=(a;b) interior aA
Se llamaincremento parcial de "F " debido a "x" (se escribea,F) al incremento

7

gue experimenta la funcion cuando se provoca unacian "h" 6 “ax” de la variable X" y se
mantiene constante la variable "y".
Esdecir: AyF=F(a+h;b)-F(ab)=F(aax; b) - F(a;b)

Gréaficamente significa cortar la superficie repnésiva de z=F(x;y), con el planoy =b

y medir la variacion de la funcion sobre la cumteriseccion. En el dibujaa | F|= medida de

™

|ayF | = medida dejm |

v
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Con el mismo criterioa variacion de "F" debida a "y", (ayF ) se obtiene considerando x =

cte y provocando un incremento "k" @'y "sobre el ejey".
Es decirayF = F(a;b + k) - F(a;b)= F(a; bay) - F(a; b)

Estos incrementosa,F 'y AyF reciben el nombre decrementos parciales.

Si provocamos simultaneamente variaciones en x gug llamaremos "h"y "kK",(@x , Ay
respectivamente) ,obtendremoselemento total de F

Entonces A F=F(a+ h; b +K) - F(a;b)= F(aax; b +Ay) - F(a;b)
Gréaficamente este incremento mide la variacioneyperimenta z, sobre la curva que resulta de
cortar la superficie representativa de z = F(x¢y) an plano perpendicular al plano xy, segun la

direccion de la rectagP conP=(a + h; b+ k)  (En el dibuj&F |= medida dss").

+ Derivadas parciales

Sea FA - R, conA R?/z =F(x;y) y seaPy=(a;b) interior aA

Se llama derivada parcial con respecto a x dg/yxi (a;b) ( 6 erpy), al limite paraa x - 0,
del cociente entreA,F Yy A x

I Ch by —

F, (ab) :d_F| _ F(a+Ax b F(a;t): it Fa+hb-F(ab

dXJlS AX S0 AX h-0 h

0

Analogamente:

F | F(a;b+Ay) - F Fa;b+ K- F
Fy(ab) =2 | = yjm FE*AV-HED - F@brk-Hab

oyl ay-o0 Ay k-0 k

Observemos que fa;b) se calcula manteniendo y = cte y(&:b), con x = cte.
De la definicion se deduce que las reglas paralealderivadas parciales son las mismas que se
utilizan para calcular derivadas de funciones asesl

Geomeétricamente las derivadas parciales represkstggendientes de las rectas tangentes a las
curvas gue se obtienen como interseccion de lafaipeon planos y= cte 6 x = cte, segun
corresponda, en el punto (a;b;F(a;b))

z

F'x(a;b)=m=1tg
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Ejemplo:
Xy .
si (x;y) # (00)
Calcular las derivadas parciales en (0;0) de Féx:yf + y2
0 si (x;y) = (00)
Recurrimos a la definicion:
OF] _ i, Fla+hib)-Fab)
0Xx p, -0 h
h.0 0
O\ — (0O 2,02 -
361 = jjm FO*10) F(O’O):»‘ﬂ = jim h2*+0%  — yjm 9=9_¢
0X ©og h-0 h 0X ©og h-0 h h-0 h
01 _ |im F@b+k) - Fab) 261 _ |im FO:K) = F(O0) _
oy Py k-0 k ay ©0) k-0 k
0.k
— -0
2 .12
% = |lim % =0
oy ©0) k-0 k

Observacion
En la pagina 20, se trabaj6é con la misma funci@eyomprobd que no existe limite doble
(x;y) - (0;0), por lo tanto no es continua en (0;0).

Estos significa que, para campos escalares, Istencia de las derivadas parciales no es gna

condicion tan fuerte como la derivabilidad paradiones de una variable.

En efectopara funciones escalares: derivabilidagl continuidad; sin embargo, para camp

escalares, este ejemplo nos muestra que un cammEd@uener derivadas parciales en @in

punto en el gue no es continuo.

Cuando no hay problemas en la definicion de laiftmguede derivarse utilizando las reglas y
férmulas conocidas. Para derivar respecttktie, se piensa quy” es constante; mientras que

para derivar respecto t¢ , se trabaja cotx” constante.

Por ejemplo:
Si F(x;y)= 2x.sen(xy)+¥, resulta:

F'x= 2 sen(x.y)+ 2xy cos(x.y) ; = 2Xcos(xy) + 2y.
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+ Derivada direccional

Sean F:AJR" ~ R con A abierto ,P,00 A y v versor de R
Definicion
Si llamamogw al versor que tiene la direccion y sentidopé)e, podemos decir que existel R/

P,P =t v. Entonces definimos como derivada direccionaFds la direccion dé enk, al

. F (P, +t V) -F(P,) o -
limite parat- 0 de . . (La indicamos F'I;; V) .

F(P, +t V) ~F(P,)

Resulta: F%y:v).-=1im (contdR)

t-0 t

* Interpretacion geomeétrica

Al tomar una derivada direccional en un punto @aspecto a un versor, se estan consideran-
do variaciones de la funcion sobre la recta qua pasel punto y es paralela al versor.

Z a

0
La derivada direccional de F égcon respecto al versar , representa la pendiente de la

recta tangente a la curva interseccion entre lareppesentativa de z=F(x;y) y el plano para-
lelo al eje z, que corta al plano (x,y) segln taaes (es decir, la recta que pasa gy es
paralela al versov).

OBSERVACIONES

a) Si se trabaja con el versor opuesto, si bien elges el mismo, la recta “s” también, y la
curva interseccién y , por lo tanto la recta tatngemo variancambia el angulo que se
vincula con la pendiente.



31

<(
y

h 4

4
N

-V
b) Si se toman las derivadas con respecto a Ie®ores y j , se obtendran las derivadas par-
ciales respecto de x e y respectivamente.

Ejemplo:
- O 0 (_
Calcular F'(Po; V) siendo F(x;y) = k—2xy; P,=(1;1) y v:( f ?j
~ F(P. +tv)-F(P.) ~ F(1—t.ﬁ 1+t.ﬁ ) - F@)
F'(Po:V).=1im ° ¢ © =F(Po;V).=lim 4 A
2
(1—tﬁJ —z(l—tﬁ](utﬁ}ﬁz - 2.1.1)
o 2 2 2
F'(Po:¥).=1im
t-0 t
{-t.2+1%) —B+12 -44%) tl-/2+t3
F’(f’o;v)-=lin?) At =I|’n?) ( " /2)=—ﬁ
t- to

« Campos escalares en general

Consideremos A — R, conATR", un puntoXginterior aA y un vector unitario (versory
deR".

Derivada direccional

Llamamos derivada direccional de F en la direcdién en X al limite
F(Xo +1V) — F(Xo)
t

parats O de . Laindicamos FXq;V).

F(Xg+t V) —F(Xp)

Resulta: FXo:V)-=lim (contR)

t-0 t
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» Derivada de un campo escalar respecto de un vedb&finicion

Consideremos A - R, conAR", Xy un punto interior & y un vectov deR".
Llamamos derivada de F et con respecto a la direccién del limite, si existe de:
F(X, +t.V) - F(X,)

F'(X;V).=lim (contR)
t

0 t

OBSERVACION:
En la derivada direccional se trabaja con un vaatdario

En la derivada con respecto a un vector, se camsidectores cualesquiera. Al calcular deri-
vadas en un punto respecto de vectores de la forfngue, obviamente corresponden a la
misma direccidn, se obtienen, en un mismo puntinttis valores para la derivada .

e Teorema del valor medio

Recordamos el teorema de Lagrange ( o del valotiarael calculo diferencial) para funcio-
nes escalares

Si f es continua en [a,b] , derivable en (a,b) tomices existe un punto “ ¢” interior al inter-
valo (a,b) tal que la variacion que experimentduacion al pasar de “a” a “b” es igual al
producto de la derivada de f en dicho punto “c” daramplitud del intervalo

y A t

/ B Geomeétricamente significa que si f es conti-
nua en un intervalo cerrado [a,b] y derival

en (a,b), entonces existe un punto en el
representativo de f) en el que la recta tan-

gente es paralela a lauerda que une Ic
e\ extremos del arco.

f(b)

f(a)

a C Ix

« Teorema del valor medio para campos escalares:

Consideremos A - R, conATR" tal que exista F’{; V) en un subconjunto d& al que
pertenezcar, y %o+ tv ,siendov un vector unitarialeR".

Entonces se cumple que :
OcO (0,t) / Fo+ tV)- F(xo) =t . F'(%g + CV,V)

Demostracién
Trabajaremos con la funcion de una variab(® = F(xy, + tv) con t0 [0,1]
Como existe F%g; V) en un subconjunto d& al que pertenezcag y xq+ tv

En R seria:
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Resulta:

¢ ¢ (t) continua en [0,t] (por que para funcionesida variable se cumple que
si es derivable es continua)

¢ ¢ (t) derivable en (0,t) (trabajamos en [0,t] ped(0)=F(xo)y ¢ (t)=F(xo+
tv)

Por el T. del valor medio para funciones de unabée, se cumple que:
Ocentre0yt/dp (t)-¢ (0) =t.¢* (c)

Calculamos , por det’(c)
Oc+A) = 9(C) _ ;g FRo +(C+AV) —F(Xo + V)
A A-0 A
F[(Xq +cV) + AV] -F(Xq +cV)
A

o'(c) = y’gno

¢'(c) = )l\llfno = F' (%o +CV; V)

Reemplazando se tiene que:

Ocentre 0yt /F(xg+ tV)- F(Xg) =t. F'(Xg+ cV;V)

* Propiedad de homogeneidad de la derivada direcclona

Consideremos A — R, conATR", entoncesIA\DR,00F (%,; AV) y se cumple que:
F'(Xg; AV) =A F'(%g; V)

Demostracion:
Por definicion de derivada direccional:

o _ , F(XO +IAV) - F(Xo) , F(s(.o +tAV) - F(Xo)
F(%0; AV) =lTm . = limAG X =
t-0 -0
N N

multiplicamos y dividimos par

L . F(Xg+t\ V) - F(Xp)
F(xo;)\v)=)\||rOnD 0 o 0
to

= A F (Xg;V) ( por def. de deriv.)

Luego: F'(Xg; AV) =A F' (Xg;V)

+ Aditividad de las derivadas direccionales

Consideremos un campo escalaAF; R conAOR" On=> 2,y searu y V dos verso-
res deR" respecto de los cuales F tiene derivadas dinealge continuas exy,
Siw=u+V , entonces existe K{; W) = F'(Xg; U) + F'(Xo; V)

Por definicién de derivada respecto de un vector:

F(Xo +tw) - F(Xo) _

Vo . F(xp+t+v)- KX
F'(%0; W) =lim . lim Fo* ¥ t)) Fo) _
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F(Xg + tu) +tv) — F(Xq)

=lim

t-0 t

Sumamos y restamos en el numerad@x, +t u)y agrupamos convenientemente , en-
tonces:

F[(Xo + tU) +t\7] - F(XO + tU) + F(XO + tu) — F(Xo) _

F'(X0; W) = [im i
t—)O

5 O N 5 O O - O
. F(xp+tu) —F(x , H(xp+tu)+tv]-F(xn+ tu
— im FXot tw) =F(xo) | F(Xo+tu) +tv]=F(xo+ tu)

t-0 t t-0 t

En el primer sumando tenemos, por definicionkg'(1); y en el numerador del segun-
do aplicamos el T. del Valor medio:

- 0 DO
/f.F'[x0+tu+0(v;v]

F'(X0; W)= F'(Xo; U) +lim cona entre 0O y t.
t—)

0 a t

Resulta que cuando-t0, también — 0,entonces, por la continuidad pedida a las deri-
vadas direccionales se tiene:

F(%o; W)= F'(%; U) + F(%; V)

+ Las derivadas parciales como casos particularesidgvadas direccionales

Si para el campo escalar&— R conAOR" On= 2, se calculan las derivadas direc-
cionales con respecto a los versores de la basedeoada, se obtienen ldsrivadas

parciales _
Es decir que si &,= 'in a; €, se le aplica derivada de F en la direccié® dse ob-

i=1
tiene la derivada parcial de F en la direcciore de

F(% *+t8)—F(%)_oF |
t _dX|J>z

F & €)= ||,m
t-0

0

+ Calculo de derivadas direccionales en funcién ds Herivadas parciales

Consideremos un campo escalaAr; R conAOR" On=> 2,y sea/ un versor d®k" .
Supongamos ademas que F tiene derivadas parciaiBsuas erx,.

Como las componentes de un versor son los coséeasodes del mismo:
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n
= Z cosa ; €, utilizando las propiedades de homogeneidad waltiitl de las
i=1
derivadas direccionales se tiene:

F'(Xq; V)= F'(Xo; Z cosa; € )—Z cosa i F'(%; €)
i=1

Para campos escalares de tres variables, con dasiyarciales continuas es

F'(Xo; V)= F'x(Xg). cosay + F'y(Xg). oSz + F'x(Xg). COSO3

siendo V =cosa; i +cosa, J + cosas k

« Gradiente

Consideremos un campo escalaAF; R conAOR" On= 2 con derivadas parciales
respecto de todas sus variables en todo punBoldé [OR".

Se llamagradiente de Fal campo vectorial definido d@enR" mediante:

—t JF o"F JF
Grad { : J
2

"0 X,
También se utlllza para designarlo al “operadoﬂlarﬁ F =Grad. F

Relacion entre el vector gradiente v la derivadaaticional

Consideremos FA ~ R conAOR" On= 2, ,seav un versor dikR" expresado a partir

n
de sus cosenos directores, Es deck: z cosa; €
i=1
Supongamos ademas que F tiene derivadas parcal@euas erx,.punto interior de

A.
Vimos que la derivada direccional puede expresamsieincion de las derivadas parcia-
les
JF |
F'(%Xq; V)= cosa, ——
(¥0; V)= Zl I J
n
Como el vector gradiente de F gges: 0 F(X z J ., Se tiene que la deri-

vada direccional esi,es igual al producto escalar entre el vector gradide F erx,y

el versorv . Significa que la derivada direccional gnes la proyecccion délF (Xo)
sobrev .

- - 0 o
Prow (0 F (X =[] F(x.).v (pues proyectar un vector sobre otro significa iplitarlo
W (XO)) (XO) escalarmente por el versor correspondiente)
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Pero el segundo miembro coincide con la formulambi para la derivada direccional,
entonces:

oF v
9% (%o) = OF(xg).
P (o) (Xo)-v

Si F tiene derivadas parciales continuaskgla derivada direccional de F en la direc-
cion dev enxges igual a la proyeccion del vector gradiente éa k,sobre v .
(Recordar que la proyeccién de un vector sobre eronnimero).

Ejemplo:
Verificamos el resultado obtenido en la pagina 31

- O o (_
Calcular F'(Po; V) siendo F(x;y) = k—2xy; P,=(1;1) y v:( f ?j

Como F es polindmica, podemos asegurar que tiemeadas parciales continuas y, ppr
lo tanto es valido aplicar la formula de derivadaational en funcion del gradiente.

F'y=2x-2y = F'«(Py)=0

—~ OFP,) = (0-2)
Fy=-2x = Fy(fy)= -2

Resulta: F’(ISO;S):: a F(SO)QD,: (0;_2)[E—22 fj -2

Por otra parte , la proyeccion de un vector sobees maxima cuando las direcciones
de ambos coinciden; minima cuando los vectoresieda misma direccidén pero tienen
sentidos opuestos y nula cuando las direccionepaqendiculares. Entonces:

» La derivada direccional es maxima en la direcciorsgntido del vector gradiente.
Como en ese caso a@s- 1, resulta que el valor de la maxima derivadaedicio-
nal en un punto es el del modulo del gradiente eahd punto.

max (%) =1 F (%)

» La derivada direccional es minima en la direcciorldvector gradiente pero en
sentido opuesto. Como en ese casoaces- 1, resulta que el valor de la minima
derivada direccional en un punto es menos el maddel gradiente en dicho pun-
to.

(%o) = |0 F (%o)|

OF
(mln.a\7
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» La derivada direccional en un punto es cero en lgedcion perpendicular a la
del vector gradiente en dicho punto. (Las direcogsnson perpendiculares si y solo

si el producto escalar es nulo).

( Para campos escalares de dos varjablasdar que cas , = send ;)

Ejemplos:

Dados los siguientes campos escalares y el @@ntue en cada caso se indica, hallpr

la o las direcciones en las que la derivada diogeti enP, es maxima .
2

8) Fixy)= - % enP, =(212)
Xy
F,x :;21 _§ —
X y continuas eR, ,la direccion de méaxima derivada esta dada
,_x? .
Fy= F por el vector gradiente eR,

—

0 FP,)=(-5/2;1)

-5
0 OFP. ( ;1] _
Luego la direccion de maxima derivadawes HFFo) = % :(JZ%JJ%)

2

OF(P,)

2

Xy - . .
0rFo={ 2 +y? © DO enp —00)

0 si (x;y) = (G0)

Por la forma en que esta definida la funcion, es sefcillo obtener la derivada direcH
cional por definiciébn que analizar si las derivagagciales son o no continuas.

0
Supongamos que consideramos un versor genéric de R (h; k).
Resulta:

FE,+ t) - F(y) F(th; tk) - F(0.0)

F(Py;u) = lim = F(Ry;u) = lim
t to

~0 t t
th(t)®> 0 t3hk?
- 0O 2 2 22 2 2
FE, ) = lim O FE)T ) TOTHKT) bk 2 Dles Reke=1,
0 2 .2

O
ya queu = (h;k)es un versor.

! Ejercicio de final. Tema 11 .1.b)
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Este resultado nos permite asegurar que la furigida derivada en cualquier direc-
cion y sentido. Podemos escribir esta derivadaiecidn de h:

e |:|
F'( Py;u) =h(1-H)=h-H’
Como se pide la o las direcciones en la que laa@ai direccional es maxima, y la fun-
cibn a maximizar es de una variable, se buscardl@ de h que anula la derivada pri-
mera y que hace negativa a la derivada segunda.
Es decir:

Sea (h)= h — i, entonce®’ (h)= 1-3If

1-3tf =0= |h|=% . Perod” (h)=-6h, permite asegurar que la derivada di@cal es
: 1
maxima cuando h=-.
/3

Como | k| =/1- h? |, se tiene K| :\E Entonces las direcciones en la que la derivada
direccional es maxima SOE%;\Ej{ﬁ'%] y (ﬁ;—%]

3’3 3 3

NOTA: Obsérvese que si se trabaja con el vectadigrae, la direccion de maxima
derivada en un punto es Unica. El haber obtenidodicecciones indica que la formula
del gradiente no es aplicable en este caso.

Derivacién de campos vectoriales

+ Derivada direccional: Definicion

Consideremo& A — R™, con AD R", (n2 2, m2 2), un puntoXg = (X1;X 2:...Xp,)
interior a A,V un vector de R v su correspondiente versor.

Llamamos derivada direccional &een la direccién d& en X, al limite para +.0
F(Xg +1tV) - F(X,)
e " :
La indicamosF ' (Xq; V).

F(Xo +tV) = F(Xo)

Resulta:F ' (X;V).= lim contdR

t-0 t
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Derivacién de campos vectoriales

» Derivada de un campo vectorial respecto de un vecto

Llamamos derivada direccional ﬁeen)?o, con respecto al vectar, al limite para
F(Xg +1V) = F(X,)
" :

t-0 de

F(Xg+tV) - F(X,)
t

contdR

Es decir:F' (Xg;V).= Iim
t-0

Observacion al igual que en los campos escalares, en lagsads direccionales se
trabaja con vectores unitarios. En las derivadape®o de un vector, se consideran
vectores cualesquiera. Al calcular derivadas epumo respecto de vectores de la for-
maa.v que, obviamente corresponden a la misma direce®mmbtienen en un mismo
punto, distintos valores para la derivada.

+ Propiedades de las derivadas direccionales de cawvgatoriales

SeaFA -~ R™ con AO R", (n=2, m= 2)/ F(X) = (F(X); B> (X);....;Fy (X)).

1) Con una demostracion similar a la realizada fare@iones vectoriales se tiene que:
F'(X,V) = (F,'(X,V);F,"(X,V);...F_"(X,V))

2) Silas i (con i[{1,2,...,m} son continuas eﬁo, para cada componente vale la
homogeneidad y la aditividad de la derivada di@tai para campos escalares, enton-
ces:

a)F'(Xg,AV) = (F' (X0, AWV);F2' (X 0 AV);..iFm ' (X g AV )=
= (AR (X0, V) AF2' (X 0,V);- AP ' (X 0¥ ) =

=\ (R (X0 ¥):F2' (X ,0);.oiFim 'K 0.7 ) =A F (X o)
b)Siuy V son versores de"Ry W = U+ V, entonces:

F'(Xoiw) =F (X o;u) + F'(X0:V)

+ Derivadas parciales de campos vectoriales

Si para el campo vectori& A -~ R™, con AD R", (n=2, m= 2), se calculan
las derivadas direccionales respecto de los verstda base candnica, se obtienen las
derivadas parciales

n

ConsideremoXg = ij.éj . Ala derivada direccional decon respecto &, se la
j=1

llama derivada parcial d€ con respecto g x
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+ Matriz jacobiana o matriz derivada

Sea el campo vectoriaF A — R™, con A R", (n=2, m= 2), se llama matriz jaco-

biana o matriz derivada a la matriz mxn cuyas fas las derivadas parciales de cada

una de las componentes BelLa matriz jacobiana esta definida en aquellogqaude A
en los que estan definidas todas las derivadasafesae las componentes 8e La

filas de la matriz jacobiana son los gradientesatta componente. Las columnas son

los vectores derivados del campo respecto de qaldailas variables.

of, R oFy
0X1 0Xo 0Xp
o oR R
DIR(X)] =| 0x; dx,  0xp
oF, OJFy, oFm
6x1 6X2 aXn

Ejemplo:

Dado el campo vectoria?: ‘R3 _, R? /E(x;y;z) = (2x2y+ 2,22°x +3y) , se pide su
matriz derivada.

ConsideramosF (x; y:2) = (R (x;y;2);F2(x;Y;2)), entonces:

0 0 0
Cin 0|>:<1 al;l anl cy 4xy 2x% 1
DIFCOI=| o, 38, o, :D[F(x)]:(ZZZ 4ZX]

ox oy o0z
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» Calculo de derivadas direccionales en funcion ds berivadas parciales

Consideremos un campo vectorigl:A — R™, conAOR" ,(n =2 ;m =2) , un punto

n
X, interior aA , y un versow = ZCOS ai.§ deR"
F1

(RO

e o | R . | .

Supongamos ademas gbe( X)= : tiene derivadas parciales continuasX
tFm(X)J

_ I 0 HF |
entonces] i 0{1,2,....m}, Fi (X,;v)=0F (X,) .V = —X'J .cosa;.
F19 % g
%0
Fll(Xo;V) \| (iFl(Xo)-v}
. F,'(X,;V OF,(X,).v
Luego: F'(X,;V) = 2 (.OV) =] 2(: O)V|=>
F'm(XOJUJ LﬁFm(XO)VJ
IF |  9F] JF |
0"Xl_)—( 0"X2_>—( 0"Xn_)—(
"0 "0 "0
JF, JF, JF, (mwﬁ
. cosa .o
FRom=| dxlz %l 0 ax LT F = DIF(X)] v
. 3 _ [cosa nJ
IF. 1 OF, JF,
Xm_;( dXZ—X an_;(
0 0 0

Luego , siF tiene derivadas continuas &g se cumple que:

F'(Xe;V) = DIF(Xp)].
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Derivadas sucesivas o iteradas.

« Defuncionesvectoriales

La derivada dd : A - R™conA OR/T(t) =(f1(t); fo(t);---f (1)) se obtiene
derivando cada una de las componentes que somf@scescalares.

Por lo tanto si lasif con iJ {1,2,...m} tienen derivadas n-simas, podremosrdeka

derivada n-sima dé mediantef ™ (t) = (fl(n)(t);fz(n) (t);...F (M (t))

» Decampos escalares.

Sea FA - R conA OR" . Las derivadas parciales de F estan definidaa tpdo punto
deB O A OR". Por lo tanto, para cada una de ellas podrazamaéi la existencia de
sus derivadas parciales que, si existen, serandéavadas segundas de F. Asi
sucesivamente, podran definirse las derivadasmassde F.

Un campo escalar de n variables puede tener nadi@$vprimeras y en consecuendia n
derivadas segundas? mlerivadas terceras,.....X mlerivadas k-simas. Bajo ciertas
condiciones, algunas de las derivadas iteradagsates.

Sea F:R- R/ F(x;y)= Xy + 3xy, podemos calcular
F'x(X;y)= 2xy + 3y F(x;y)=x* + 3x

Cada una de estas funciones puede ser derivadectesie cada una de sus variable
permitiéndonos obtener cuatro derivadas segundas:

vJ

: 2 oF 2
OF'x :EzF"XX=2y 7y=a F=F"yx=2X+3
X  gx2 ox  oxoy
. 2 ' 2
Fx 2 OF g =ox+3 Fy _0F_ o
dy  9yox oy oy Y

Las recuadradas son las que llamaremos derivadzadas. Como vemos en este
ejemplo resultan iguales.

Analicemos esas derivadas en (0;0) para el caniRfo-fR/
3yx2 - 2xy2
F(x;y)= X+y
0 si (x;y) = (0,0)

si (x;y) # (G0)

Debemos calcular las derivadas primeras. Si lorhasgor formula para (x¥§0;0) y
por definicion en el origen obtenemos:
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3yx? +exy’ -2y .
; 0,0
F(X;y)= (x+Yy)? o ) # 00
0 si (x;y) = (G0)
3x3 - 4x2y - 2xy2 :
y) # (0,0
Fy(Xy)= (x+y)2 st () # (00)
0 Si (x;y): (0X0)]
Entonces

Fy (0;k) — Fy (0;0) -

F'yvy (00) = lim
xy( ) e

K
0% + 60k* -2k _
C e e (0+k)? - —2k3
F 0:.0) = lim = |lim =[-2
xy (00) K0 k ko0 k3
Del mismo modo:
Fy (h0) - F, (00
F'y (00) = Iim Y Y 77
yX ( ) h_>O h
3°-4h?0-200%
C e 1 (h+0)? 3
F 0.0) = lim = lim — =3
v (00 h-0 h h-0 h3

En este ejemplo, como vemos las derivadas cruzadék0) son distintas.

* Teorema de Schwarz

Consideremos un campo escalar de dos variablésFR conA O R? /
existan F , Fy y F’xy enun entorno d&, = (X,;Y,) punto interior deA.
Entonces, si iy es continua erX,, existe F} y se cumple que i X,)=F"x(X,).

(En el ejemplo falla la continuidad de las derivagdemeras

La propiedad subsiste para cualquier nimero deablas, ya que en la derivacion
respecto de dos de ellas se mantienen constastdsr@as. Si se cumplen las hipotesis

del T. de Schwarz , de lag derivadas segundas que tiene un campo escalar de n

. , + ..
variables , solon(n271) son distintas.



44

Pueden enunciarse condiciones similares para lagadas sucesivas de orden
superior. Si tales condiciones se cumplen , el mame derivadas k-simas distintas sera
el de

combinaciones con repeticion de “n” elementos tasatk a “k”., es decir el nUmero
n+k—ﬂ

combinatoric{ K

Por ejemplo, un campo escalar de 3 variables (3n)=tiene 15 derivadas parciales
distintas de cuarto orden (k= 4).

» Decampos vectoriales

Debe considerarse que las derivadas de camposriagetosurgen de derivar cada
componente y las componentes de un campo vectonatampos escalares.
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DIFERENCIABILIDAD

Para “refrescar’” conocimientos previos...

1. ¢/Qué es una transformacion lineal?

Dados dos espacios vectoriales U y V no vaciosfumaon T:U- V es una transfor-
macion lineal (T.L)si y sélo si se cumple:

e OxOUOy0OU:T(x+y)=T(X)+T(y)
e DAOROXOU:TR.X)=AT(X)
Algunos ejemplos para tener en cuenta:

» Las T.L definidas de R en R son del tipo T(x)= kBs decir , el grafico de una T.L
de R en R es una recta que pasa por el origen.

» Las T.L definidas de Ren R son del tipo: T(x;y)= ax+by .Es decir , éfigo de
una T.L de Ren R es un plano que pasa por el origen.

» En general, las T.L definidas dé & R son polinomios del tipo :

n
T(X1;X2;-:Xp) = 28X ()
i=1
» Por ser polindémicas, las T.L definidas deeR R, son funciones continuas.

2. ¢Como se define una transformacion lineal?

Para definir una transformacién lineal alcanza@amocer las imagenes de los vec-
tores de una base del dominio. Como nosotros aedaps siempre con la base ca-

\Y
nénica, resulta que en (*): &) =a; *

Cada T.L tiene una matriz asociada respecto dealsess consideradas en el dominio
y el recorrido.

Si el dominio es de dimensién n y el recorrido oeethsion m, la matriz asociada es
mxn.

Si en ambos se toma la base canonica, los vedol@sina de la matriz asociada a
la T.L. son las imagenes de los vectores de ladas@nica del dominio.

Por ejemplo: Si TR? - R% eslaT. L definida por T(X;y)=(2x;3y;x-y), resailt
T(1;0)=(2;0;1) y T(0;1)=(0;3;-1), entonces latnz asociada ala T.L es

2 0
‘M=]0 3.
1 -1

\
e = (@...,010..0) (El 1 ocupa el lugar “i")
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« Diferenciabilidad: Introducciéon

Para funciones escalares el concepto de derivabikd un punto (existencia del limite
finito para el cociente incremental) es lo sufitéenente fuerte como para asegurar la
continuidad de la funcidn en ese punto y la exi@tede la recta tangente al grafico
asociado a dicha funcion.

Sin embargoya vimos que para campos escalares la existeadard/adas parciales no
permite asegurar la continuidad. Podemos mostrauoaejemplo que tampoco permite
asegurar la existencia de plano tangente.

SeaF: R4 R/ F(xyy) = x*Pyt

Por definicion pueden calcularse las dos derivadasiales en (0;0):

|  EhO) - RO |  pUB gl g
P00 =lim O o 00 = fim 00 =0
, . F(0:k) - F(OO , . h¥B o -0
Py 00 =lim OO o R0 = fim 0=

Es decir, en (0;0) existen las dos derivadas gdagciason iguales a 0. Segun la interpre-
tacion geométrica de la derivada parcial, estafsignque al cortar la superficie repre-
sentativa de la funcién con los planos y=0 6k =se obtienen curvas tales que sus
rectas tangentes en (0;0;0) son elxejg el ejey respectivamente.

Si el plano tangente a la superficie en (0;0;03texidebe contener a estas dos rectas y
por lo tanto el plano tangente deberia ser el pkgno
Observemos la representacion grafica de estadfmncon 2 0.

e
e
e
e R g

P
—— Ve Ay L7
.@In&.ﬂ?ﬁg

o,
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Es evidente que en (0;0;0) no existe plano tangantgue existan las derivadas parcia-
les.

Para funciones escalares : “diferenciabilidad derivabilidad”, pero la derivabilidad
asegura continuidad y existencia de recta tang@Aothamos de mostrar que la exis-
tencia de derivadas parciales no tiene el mismufgigdo y podriamos mostrar ejem-
plos en que la existencia de derivada en cualgirieccion t sentido tampoco permita
asegurarlo.

Trataremos de generalizar la definicién de funciberenciable, para construir un con-
cepto equivalente a la derivabilidad en funciodesuna variable

» Diferencial de una funcién escalar en un punto

Consideremos una funcion f derivable gnesto significa que existe y es finito el limi-
te del cociente incremental.

lim 1E(X)_f(XO):f'(xo):>f(x)z:i(x‘)):f'(x0)+q>(x),con lim ¢(x)=0

X-Xg X~Xp ([~ 0 X = Xg

Si una funcién tiene limite finito parax, , entonces puede
escribirse como la suma de su limite mas un iéfsnibo para
X - Xq

Resulta:
f(X)—=f(Xg) =f'(Xg)-(X —Xg) + §(X).(Xx—Xg), con Iim ¢(x)=0 , o bien:
\ ) —— X-Xg

Ay AX AX

f(x) =f(xp) +f'(x0)-(x =Xg) + §(X).(x =Xg), con lim ¢(x) =0 (*)

X - Xq

Definicién
Dada una funcion f derivable ep, yunto interior de su dominio, se llama diferehcia
de f en el puntopcon respecto al incrementx al producto de la derivada de f e x
por.

En simbolos:
df(xo; Ax)=f"(Xo). AX
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Interpretacion geométrica:

y df (xg; AX) = ' (xg) AX =

RQ _

/‘P df(xo;Ax)ztga.szAgmszq
f(Xo + X ) /I

P A df(xo; A

fx0) 0 Y, (Xo; OX)

R df(xo; AX) representa la variacion de orden
de la recta tangente a la curva (& f(xo)),
al pasar dexa % +Ax. Es unaaproximacion
lineal de la variacion de la funcion.

Y

Xo % + AX X

Teniendo en cuenta (**), podemos decir que f earéifciable engxsi y solo si en un
entorno de xse verifica que:

F(x) = (xg) = (X0)-(x = X) + B(X).(x ~Xg), con lim ¢(x)=0

X = Xq

Para generalizar esta definicion a campos escakmakcemos qué representa el primer
término del segundo miembro. Como f)>es una constante, podemos decir que la
diferencial de f en xes una transformacion lineal de R en R en lagwaliable es

AX= X-Xg

Resulta entonces que:

f es diferenciable enysi y solo si existe una transformacion lineal R tal que:

f(X)=f(Xg) =T(X—Xg) + d(X).(x —Xp), con lim ¢(x)=0

X - Xq

Esta es la expresion que generalizaremos parardgifarenciabilidad de campos esca-
lares y/o vectoriales.

« Campos escalares diferenciables

SeaF: A - R, conA 0O R"y seaX,punto interior deA.

Decimos que eB diferenciable erxysi y solo si existe una transformacion lineal
T:R"-R tal que:
F(%) ~ F(%) = T(X= %) + (X~ %o).[%~ %o| con  [im ¢(x~%0)=0

X =X
0




49
Propiedades de los campos escalares diferenciables.

SeaF: A - R, conA O R" diferenciablesn X, punto interior del abierté
» Continuidad

SiF es diferenciable eR,, entonces es continua &g.Debe probarse qudim F(X) =F(Xg )

X =X
0

En efecto:
F diferenciable e, = 0 T:R" - R/ T es transformacion lineal y:

F(X) - F(%0) = T(X= %) +&(X- %o).[%- %o| con Iim #(x-%¢) = 0
X—»XO

=* lim [F®)~F(Xo)] = lim [T(X=Xo) + (X~ Xo)|x ~Xo]) =

X—>X0 X—»XO

— -

= lim T(x - Xg)+ Ilim ¢(x—Xg)

- -

X - Xg X - Xg
~—

——

-0

Como las transformaciones linealesdeeR R son funciones continuas, por ser polinémécasn-
ces

l[im T (X =%g)=T(0)=0 (por prop. de las T.L.)
X - XO
Reemplazando en (*) se tienglim (F(X)-F(Xg))=0= |im F(X)=F(Xq)
X - XO X - XO

Por lo tantd= continua enx

> Derivabilidad

Existencia delas derivadas parciales

SiF: A R conA 0 R" es diferenciable eR, entonces tienen derivadas parcialesgly la ma-
triz asociada a la transformacion lineal es la ingdcobiana en dicho punto

Demostracion:
F diferenciable erX, = 0 T:R" » R/ T es transformacion lineal y:
F(%) = F(%) = T(x= %) + (X~ %o).[X~ %o| con Iim (x=%0)= 0 (2)
X - X
0

Si M es la matriz asociada a T, debe ser 1xnao b&=(a; a2.....an)
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Para hallar los elementos de esa matriz debemodaala imagen de los vectores de una base.
Tomaremos la candnica.

Sea €, el k-simo versor de la base candénic&Re, T(€y)= awx (k{1,2,...,n})

Probaremos que; a= OF
an ;0
oF | F(xg + h. &) -F(x
: _J —lim (Xo k) ~F(Xo) )

0
Si hacemos X =Xg+h.g, se tieneX—Xg=h.g,y H)”(— XOH = th” =|h1
resulta, en (1):

F(Xg+h.€c) —F(Xg) = T(h.gg) +¢ (h.€).]h| con r!I'mod) (hey) =0

Si X - Xg,se tiene quéh -0 . Reemplazamos en (*)

m F(Xo + h &)~ F(Xo) = |im T(h& + lim¢ (h.g) infinitésimo x f. acotada
0 Xk : h-0 h h-0 h h- 0 T
0 L N

—>

|
L
]

Por definicion de transformacion linedi(h.gy ) = h.T(€, ) =h.axk

an

oF | )
Por lo tanto:——J = lim

h.a
K 40= a = aF} = ax conkO {1,2,...,n}
0 Xo

Entonces F tiene derivadas parciales»@y la matriz asociada a la transformacion lineal es

( 3
MIaFT oF | aF | |
:LaX]_J)_( 6X2J)_( aan)_( J
0 0 0
» Existencia detodas las derivadas direccionales
(cosa 1\
|cosa ) I

SiFA - RconA OR" esdiferenciable er, y v= es un versor cualquiedz R" ,

=]
N——

entonces existe FX(; V).
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En efecto, por definicién de derivada direccional:

F(Xg +1tv) - F(X)

F’()_(.o; V)=lim ¢

—

*) .

Como F es diferenciable eq , resulta:

F(%) - F(%0) = T(X- %) +$(X— %o).[%- %o| con lim ®(x -x¢) = 0
X —>XO

Si hacemosx = xp + t\Mo bien :X-Xg = t\), se tiene que cuando - X resulta

t - 0,y por lo tanto:
F(Xg +tv) = F(Xg) = T(tv) + ¢ (tv)|tv] con|im¢(tv)=0
t—PO

Teniendo en cuenta quev| =t||v| =[§1 y que por ser T una transformacion lineal
es:T(t.v) =tT(v) se tiene:

F(Xg +t.V) = F(Xg) = tT(V) +$(t.v).|t]| ,con|im¢(tv) =0
t-0

Si reemplazamos en (*), resulta:

= on_ ., F(Xg+tv)—F(Xx L (LT(V)+ ¢ (tv).]t , [ tT(v
F(%y10)=lim "0 t) (0):||m( © f’( )”]:nm(()wa.v
t-0 t-0 t-0
infinit.x f. acot

(cosa 1\|
cosa

P(%,v) =T ) =| OF oF L R 5T e

0x1 |,  0Xz ], 0Xn |,

e,

Es decir, podemos asegurar que si F es difereeagab!, tiene derivadas direccionales para cual-
quierv versor deR" y se verifica que:

F(X,:V) =0F(xg)V “

Condicién suficiente para que un campo escalar shifgrenciable

SiF:A - RconA OR" tiene derivadas parciales continuas en un entex,, entonces es
diferenciable erx,.
Por el T. del valor medio:

F(Xg+t.V) - F(Xg) =t.F'(Xg+C.V;V) con o< c <t, siendoV = (CO<01;COs0 5;---;COLA )
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Pero siF tiene derivadas parciales continuasgr c.v , la derivada direccional puede expre-

sarse en funcién de ellas

( )
F'(Xg+CV, V)= DF(>@+cv) V= Z| OF} .COSU |
Oxidy Loy J
%0
( )
F(Xg+t.V)—F(Xg) =t n|£1 cosa | *
o e anJX’ o kJ
0

OF | - e
—J es continua el,, |im GF} = GF} =por prop. de limite finito:
9 c-0 OXk X _+CV OXk X

0

oF | OF |
; J =—J +&(c.v.) siendo|im & ( c.v)=0
*kdy vy 9 X X c-0
0 0
Reemplazando en (*):

g I
F(Xg+t.v)-F(Xg) =t. | ax +sk(c.V) |.cosa k |
= A
n \\| n
F(Xo+t.V) ~F(Xg) =t. D :TF .COSOl J+Z(t.ek €V).cost | )
k= k X k=1

comim & ( ¢.v)=0
c-0
Multiplicamos y dividimos cada término de la segaiisdmatoria por |t |

n n
F(Xg+t.V)-F(Xg) =t. X, ;Xi} cosny |+ > th.l;[lek(cv).cowk)
X

k=1 k=1
+
tiﬁ cosuk i@i (:v)cosk)
K= anX k=1
¢ (cv.)

siendo |im [ €, (c,v)cox kJ =0 por ser prod. de infinitésimo x f. acotadas
c-0

I+
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F(Xo+t.v)—F(X0):.§: ;F} tcosny |+tld (cv.)
k=1| 9Xk g

con |im® ( c.v.)=0 (suma de un nim finito de infinitésimos.)
c-0

Pero el primer término del segundo miembro puedehbise comollF(Xy ):tgue es la expresion
de una T.L de Ren R aplicada a\\; .

Por lo tanto, se puede asegurar que existe undefihida de Ren R tal que:

\'
Vv

F(xg + tv) - F(Xg) = T( t.\V/)+ lt|v. ¢ (cv.), conlimé (c.v.)=0

c-0

= F es diferenciable er, (por definicion)

NOTA: Las propiedades demostradas para campos escadaresalidas para campos vectoriales

+ Diferencial total de un campo escalar: Definicion:

Consideremo$ :A - R conA O R"y X, punto interior del abiert® , siF es diferenciable en
X,, S€ cumple que existe una transformacion liieRl . R tal que:

H(X=Xo),con |lim ¢(x—Xo)=0
X - Xo
siendo la matriz asociadalala matriz jacobiana dé= en el punto X, .

F(X)=F(Xg) =T( X— X0)+ X~ Xo

Definicion:
Se llamadiferencial totalde F enx, a la transformacion lineal ™(-X, .)

Es decir:

0 sea.
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* Interpretacion geomeétrica de la diferencial. Ecuaci del plano tangente a una superficie

Consideremos=:A - R con A O R? diferenciable erﬁo. Entonces se cumple que:

F(xo+ h; yo+K) ﬁ F(X%;Yo0) + F'x (Xo;Yo) h + FY (Xo;Yo)- r +d(h;k). vh? +k? , siendo

lim ¢(hk) =0
(h;k) - (G;0

F(Xo;Yo) + dF(%;Yo)

Como la diferencia entre R(x h; w+k) y F(%;y0) + dF(X%;Yo) €s un infinitésimo para
(h;k)- (0;0), se puede considerar que la segunda expresigna “buena aproximacion lineal de
F(Xo+ h; ypt+K).

Probaremos que, efectivamente, esta aproximaciéallda la ecuacion del plano tangente a la su-
perficie definida por zz=F(x;y) en Py=(Xo;Yo; F(Xo;Yo) )

Se llama plano tangente a la superficief@ral lugar geométrico de las rectas tangentes a$oda|
las curvas a las que pertenece dicho punto y estére las superficie.

Hallaremos, en primer lugar, la ecuacion del pldei@rminado por dos de esas rectas.

Consideremos la cun@; determinada por la interseccion de la superficread@lano x = a. Lla-
maremos ita la recta tangente G en Py . Un vector paralelo a és:
V1 =00 +1j +F'y (XoY o) k

z f 7 z
v/ vy /
- Fy (Xo I
y (X0;0) F (%Y0)
1 —> ‘1 >
Yy X
>y SiC, es la curva interseccion entre la
superficie y el planoy = b, ¥ es la recta tan-

gente agenR , un vector paralelo a tes
V, = Li +0j +F" (a;b)k

La ecuacion del plano que pasa peyes paralelo a los vector@g vy

X=Xo Y~Yo z-HXg Yo
es| 0 1 Fy(XoiYo) | = 0, es decir:K(Xo;Yo).(X-Xo) + F'y(Xo;Yo)(¥ - Yo)-[Z - F(xo}y0)] =0
1 0  Fy(XoiYo)

Probaremos, ademas que cualquier otra recta tanger@a una curva sobre la superficie, esta
incluida en ese plano.
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SeaC; la curva interseccion de la superficie con un plame pasa por P,es perpendicular al pla-
no (x,y) , tal que la traza sobre dicho plano formangulax con el semieje positivo de las x. Si
t3 es la tangente a dicha curva gn Bn vector paralelo g és:

Vg =costi+ sem|+Fy X Vo K
u

ZA

Para probar queg esta incluida en el plano determinado pgrtt, debemos probar que el producto
mixto entrev,,V, y V3 €s cero.

En efecto:
0 1 Fy(X0Yo)
1 0 Fy(Xo:Yo)|= Fx (Xo;Yo)-comt + Fy (Xo;¥o)-sem—Fy Xq Yo 70
coxm sem Fy %o Yo )

pues si F(x;y) es diferenciable em;{x), los dos primeros términos permiten calculardavdda
direccional de F en {®/), con respecto a la direccidon que forma un angulcon el semieje posi-
tivo de las x, por lo tanto : fXo;Yo) cox + F'y(Xo;Yo) Sem - F't(Xo;Yo)= 0, con lo que queda pro-
bado que las rectas tangentes grafas curvas que estan sobre la superficie suarares.

En sintesis, resulta:

Ecuacion del plano tangente a la superficie dedipdr z= F(x;y) , e
(Xo;Yo0; F(Xo;Y0)):

Z - F(x;Y0) = F'x(X0;yo) (X - %) + F'y(Xo;¥0)- (Y - Yo)

Ecuacion de la recta normal a la superficie dedimadr z= F(x;y)), e
(Xo;Yo0; F(Xo;Y0)):

X = Xq Y -VYo =z—F(xo;yo)

F'x X0i¥o) Fy Xoivyo) -1

Por otra parte, observemos que el segundo mienmbla &cuacién del plano tangente es igual a la
diferencial del campo.

Esto significa quéa diferencial de la funcion en (xyo) representa la variacion que experimenta
la “z” del plano tangente a la superficie represativa de z = F(X;y) en &Yo;F(Xo;yo)) cuando se
pasa de (¥Yyo) a otro punto (x;y).
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« Diferenciabilidad de un campo vectorial

SeaF : A ~ R™, conA O R"y seaX,punto interior deA.

Decimos que ef diferenciable erXySi y solo si existe una transformacion infaR"- R™ tal
que :

—

F(X) - F(X0) = T(X-Xg) +|X - X0l d(X—Xg) cOn lim ¢(x—-xg) =0

X = Xg

* Propiedades

Consideremo§ :A -R™ conA OR"y X, punto interior del abiert@, entonces:

a)Si F es diferenciable €R,, se cumple:

a.1.-F es continua e,

a.2.-F tiene derivadas parciales Ep

a.3.-F tiene derivadas direccionalesn , para cualquier versor &.

b) Si F tiene derivadas parciales continuas en un entteng, F es diferenciable en
X,
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DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS

« Composicion de funciones

Si consideramos funciones escalares, funciondsnaes, campos escalares y campos vec-
toriales, no siempre es posible hacer la compasicio
Veamos algunos ejemplos:

a) La composicion de dos funciones escalares,mygble , da por resultado una funcion escalar.

b) No es posible componer dos campos escalardssriunciones vectoriales .

c) En algunos casos es posible obtener la compasia dos campos vectoriales y el resultado es

otro campo vectorial. F:R*°~R® y G: R®.R? resulta F ,G: R® - Ry GF : R~ R?

d) SifR-R y § : R—R?, puede obtenersgsf: R - R?

(El resultado es una funcion vectorial)

e) SiIF:R°-R® y §:R-R? puede obtenerse, §: R- R® que es una funcién vectorial.
(Pensar mas combinaciones posibles.)

+ Derivacion de funciones compuestas
» Para funciones escalares

Si resulta de componer una funcién vectorial corraimpo escalar de dos variables.

Consideremos un campo escalar de dos vari&lBé— R / z =F(x;y) diferenciable en (xyo) ,
y una funcién vectoriafj :B - R? conBO R/ G(t) = ( x(t) ; y(t)) siendx(t) e y(t) derivablesen
to, y ademas (o Yo) =( X(b); Y(to)) = 9 (to)

Entonces, si exist&,g, resulta derivable ey y se cumple que:

d(Fogﬂ OF | , oF| , . N
= — X'(tg)+ 5 .Y (to) =0F(Xo0; Yo) - 9'(tp)
to - ox J(xo;yo) ayJ(xo;yc,)

Demostracion :

Como F es diferenciable en { ¥,), se cumple que:

F(%+h; % +K) - F (% Yo)= h . Fi (X1 Yo) + K. Fy (X Yo) + ¢ (hik)/h* +k*
conlim ¢ (hk)=0
(h:k) - (0:0)

Como h=Ax vy k:Ay,y Az =F (% +h;%+K)-F (% Yo); se tiene:
Az D%+ n2y
At At

con |im ¢(hk)=0
(h;k) - (0;0)

= X (ko YL Fy xoiy )+ 6 (0K)

Tomamos en ambos miembros limite patra O.

Como por hipétesis x(t) e y(t) son derivablesgios cocientesAx /At 'y Ay/At tienden a las deri-
vadas de x(t) e y(t) ep.t
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Resulta :

Ve AZ b b 3 1
lim E: X'(to). F'x (Xo; Yo) +Y'(to). F'y ( Xo;
At—0

) + ”mo(l)(h;k -\/X'(to)'*y'(to)

At -
\ o

pues como Xx(t) e y(t) son continuas, por ser
derivables, resulta lisx - 0 y k=Ay - 0

Pero el primer miembro, por definicion es la daedi& de z con respectd en b, de donde:

» Si resulta de componer una funcién vectorial corcampo escalar de n variables

Consideremos un campo escdfak —~ R conAO R", diferenciable en)?o, y una funcién vecto-
rial g :B-R", conBO R/ g(t) = ( xu(t) ; Xa(t);.... % (t)) siendo x (t) derivablesen t, para i(]
{1,2,..,n}, y ademas(, = §(t o) Entonces se cumple q&e g " (t,) = 0OF(X,)e g (t,).

» Para campos escalares
(Resultado de componer un campo vectorial con mpoascalar)

Consideremos un campo esca&faR” - R, diferenciable eﬁo, y un campo vectori@ : R™ -
R" diferenciable enX g = (X10;X20;***;Xmo »)siendoG (X,)=Py .

Entonces exist%"k@} =0F(R). G o8 (%o ) O bien

0

3G, 0G| dG |
axlj)_( 6x2_)_( axm_i
0 _0 0
3G, | 4G, G, e
Ly e . e .es decir:
D(FOG)(XO):DF(Fb)- axl—;( aXZ—;{ 0 Xm
0 0 0
9G6,] 9G,] . 9G]
OxyJ 0xp ' 0 Xpm L
0 0 0
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» Para campos vectoriales
(Resultado de componer un campo vectorial con mpoavectorial)

Consideremos un campo vectotfiat R" - R” ,/ F(P) = (R(P; (B K P

diferenciable enﬁo, y un campo vectori@ : R™ - R"/G(X) = (G1(X); Go(R;---; G,() dife-
renciable enX, = (X0} X0} -+ Xmo) » SiendoG (Xg) =Py.

EntoncesD[ Fo G] (7(0)|=D['E](|?b)- Oa(R |
| | |
pX m pXn nxm

« Derivar usando una red orientada de variables
Esta red puede armarse para cualquier composieifundiones que pueda hacerse y facilita la vi-
sualizacion de la vinculacién que existe entrevéagbles.

Por ejemplo:
§ean: - B B
F:R°S R F@v)=(u.senv;ucosv;u) &:R*, R*/G(xy)= (-y%y.sen x)

Podemos obtener H=F,G: R?*. R®

u X
En ese caso es : u 2y Entonces: H <:
V=Y. sen x j 3
S

Para obtener la matriz derivada asociada a la csicipn debemos derivar en el orden que indica la
red , cada componente de respecto déx” y respecto dey”, pasando poruy v.

H(x;y) = (H1(%y); Ha (X y); Ha(X;y))

OH; _dFK au+6_F, ov OH; _0F 6u+6_|:I ov

dx Odu 0Xx OV 0X Y "3y “au oy av oy
Entonces:

oH oH

—1=senv2x+u.coyy cas ;—1:senv.62y)ku.coy .Sex

a X ay

oH oH

a—xzzcosv.2x+u.6 sew )y cos ;a—y2=c05\/.62y)+u.6 sewv ).sex
OHj3 _ OHz _.

3% =12x+ Qycosx 9 x =1(-2y)+ Qserx

(Zx.sen\/+uy.cosr .COs -2y semtu .Cos sen )
Por lo tanto: Dﬂ(x;y)]:[2xcosv—uy serv .cos -2y CO8-U .S8n .senJ

2X -2y
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DERIVACION DE FUNCIONES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE P OR UNA
ECUACION
e Introduccidn

En Andlisis |, se trabajo con funciones escaldedmidas implicitamente, sin analizar las
condiciones que deben cumplirse para su existencia.

F(x;y)=0 define implicitamente a “y” como funcidlie “x” (es decir: y = f(x)) en un entorno de x=a,
si y solo six O E(a) : F(x;f(x))=0.

Pero no cualquier F(x;y) =0 define una y = f(x).

Por ejemplo : %+ y?=-1 no define ninguna funcién de- R conA OR

También se vio como obtener f’ (x) sin pasar f@tma explicita de f(x).

Ejemplo: Obtener y’ (x) si y(x) esta definida imgilamente por Xy + y* x - 2x = 0

Primer procedimientdJsando diferenciales

d(@y) + d(y* x) - d( 2x) = 0= 2xy dy + X dy + 2yx dy + § dx -2x =0

_ d_y_2—2xy—y2
=(¥+2yx)dy=(-2xy-y+2)dx = VR

Segundo procedimient@erivando como funcion compuesta

2-2xy —-y?

2XY+XYy +2yyX+¥-2=0=2y (€ +2yX)=-2Xy -§+2y'= X7+ 2y

El problema que nos plantearemos ahora es:
Dada la ecuacion §X)=0con X Z7R" con nz 2

a) ¢ En qué condiciones esta expresion de n vasidefane en un cierto conjunto, en forma
implicita, a una de las variables en funcion d€nas) restantes?

b) ¢ Como calcular las derivadas de las funciomiifiimplicitamente sin necesidad de obtenerla,
es decir a partir de las derivadas de F?

* Teorema de Cauchy- Dini para la existencia, contidad y derivabilidad de la funciéon
definida implicitamente por una ecuacion.

Consideremo§ (X) = 0con X 7R" con nz 2, siendo X =( X3;X2}....;%))
Si se cumple que:

a)0Xo=x%x%xOOR" F(Xg)=0

b) F es continua en un entornoXig

: _ 0F .
c¢) Uy son continuas en un E@Y, Iasa conild{1,2,..,n}
i

oF |
Z
d)aan;( 0
0
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Entonces:
i) Existe un entorno W{y' ) O R™ conX ' = (xf;xg;...;xg_l)DR”'l; existe un entorno
V(xg) [0 R y existe una unica funcigp: U()?O' ) - V(x,) tal que:

O(Xg') =xp Y FEQ X3 i xnog 9(X0')=0, O(xuiXzinni¥a-1) O UXg') ]
001 ox,] T (X0
0 X; JXO, RS X T F'Xn (Xo)
Supondremos valida la existencia y la continuidadlg demostraremos la derivabilidad

i) ¢ es continuay tiene derivadas parciale§(gh, siendo

Si F es continua con derivadas parciales contianas entorno dX , F es diferenciable,
entonces: o
FX) - F (Xg) = dF(Xp) + &(X-Xg).|| X -Xol| con jim &(X-X,)=0
X X
0

ComoF(X) =0 , el primer miembro es 0 .
Resulta:
I:'xl (Xo)A Xq + I:'xz (Xp)A X o+ - +Fy (XA X, + &(X- Xg).[| X -X||-0

n

Pero, por hipotesis:'F ( 3 # 0, por lo tanto podemos despefsax,
n

P (X0BX1+Fy (Xo)B X+ +Fy  (XOBXos g(3-% )
1 0

Fy (Xo) F 'xn (X,)

n

Ax,=- Il X -Xoll
Al tomar limite para)z ~Xo, el segundo término del segundo miembro tiend&a@ c

Como el primer término es una transformacion lin€qhx') siendoX ’ = (X15eeeeeiXn-1)
resulta x,, diferenciable .Por lo tanto tiene derivadas p&siaue son los coeficientes de la
transformacion lineal.

X, | F (X
Entonces : —| =- Lf))

0X Jg Fn (Xo)

(0]

IMPORTANTE : Si se calcula la derivada segunda de una funcifmidi implicitamente , no
hay que olvidar que, sigue siendo funcion dg y debe derivarse la derivada primera como
funcién compuesta.

» Plano tangente y recta normal para la superficie=2p (x;y) definida implicitamente por
F(xy;z) =k (F(xy;z) - k=0)

SeaFA - R conAOR®y P,=(Xoy0,zo) DA/

F(P )=k,

F es continua con derivadas parciales continuas EE(ISO)

FyP,) %0

Entonces F(x;y;z) = k define z¢=(x;y) , para todo (x;y) perteneciente a un entaedx,;yo)
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Es decir: F(x ;y;z) = k es una superficie de ndelF(x;y;z) a la que pertenece;{s;zo)

Consideremos una curfa sobre la superficie de nivel , que pase pgy&§zo).
C estd asociada al conjunto imagen de wun funciérctosial G[a,b] - RY
6(t) = (1(t); 92(1); g3(t)) derivable en un punte/g(to) = (Xo: Yo; o)

comoC esta sobre la superficie definida en un entorn(xgg;zo) por F(X;y;z)= k, resulta
(FoG)(t) =k = (F §)'(to) = 0= OF(Xq;Y0:20) ' (to)= 0 =0F(Xg; Yo; 20) 0 (o)

Es decir , el gradiente de un campo escalar devagables en un punt@aO es perpendicular a
cualquier curva a la que pertenez@@, gue esté sobre la superficie de nivel que pasalipbo
punto . Por lo tant@)F (Ry ) es perpendicular a la superficie de nivel de Fapsa poﬂ50.

Entonces, la ecuacion del plano tangente a la tcipeite nivel de F que pasa pécyes :

OF(Py).(P=Py)=0 = [F(P,). (X - Xo) + Fy(Py). (Y - Yo) + F'u(Py). (z - 20)=0

. XX yoyo 2o
y la recta normal tiene por ecuacio 'x'(Po) Fy'(Po) Fz'(Po)

(si las tres derivadas son distintas de cero)

Se llega a la misma ecuacion del plano tangerste garte de la ecuacion del mismo para funciones
definidas explicitamente.
En efecto:si z = F(x;y) esta definida implicitamepbr G(x;y;z) = 0, y Po(o;2o),Se tiene

G'x (X0;Y0:Z0) . G'y (X0:Y0:20)
Fy (XoiYo)=—=
GIZ (X0|yO|ZO) y y( 0 yO) GZ(XO;yO;ZO)

Fx (Xo0:Yo) = =
Reemplazando en la ecuacion del plano tangentezp&i(a;y) :
F'y X0;Y0)-(X=Xx0) +F'y (Xgy 0.(Y-Y 0 —(z=F(x gy 9) =0

_ Gy (x0Yo:20)
G'; (Xo; Yo; Zo)

G'y (X0; Yo; Z0)
G'; (Xo0; Yo: Z0)

resulta- (X=Xp) (Y-yg)—-(z—29)=0

Gy (X0;Y0:20)(X—Xg) + Gy (X0;Y0;20)(Y —Yo) + G2z (X0; Y0,20)-£~20) =0

Ec. del plano tangente a unaesfipie definida implicitamente




En consecuencia, las ecuaciones de la recta negnal

X~ Xo _ Y~Yo _ 2720
Gy (X0:Y0:Zo)  G'y (X0:Yo0izo) G’z (Xo:Yo: Zo)
Ecs. de la recta normal a una superficie definiaigplicitamente,
si las tres derivadas son distintas de O

Derivada sequnda de funciones compuestas

Supongamos que z = F(x;y) con  x =x(u;v) Ndsresa obtener gy
y =y(u;v)

y

Resulta que : g'= Fx (X;y) X'u (U;v) + Fy (Xy) Y'u(u;v)
Entonces z7 depende de: x, y, u, V.

az'u|
dv‘

— ., 07y
X Zuv——X,XV+ yV+

ay

X,y,uc,ctes

Z\y

Derivada sequnda de funciones definidas implicitame

Supongamos que z = F(x;y) esta definida implicita@@or G(x;y;z) = 0, entonces

G' ' G'y
Zx:__x y Zy:_G_.
Z

Pero tanto 2’ como z;, dependen de X, y, z. Si se plantea calculgy, 8& necesita conocer
primero zj



64

07y laz'x| G’

” ' . y

X z)= Z'+ ,conz\,=-—

/ \ Tz Y9y ‘x,z,ctes Y G
\ —)

X
0z 07 G'
/ '\ Zx = aZX.Zx"r axx% , CoN ZXZ_G_.;(
\ » 2z y,z,ctes

Con el mismo criterio puede obtenersg, z”

Diferenciales sucesivos

SiF:A-R conA OR? tiene derivadas parciales continuas hasta ehangconsiderando
h'y k constantes, puede obtenerse el diferenaaingk de F.

d F(xy) = Fx(xy). h + Fy(x;y). k

0[F,.h+F,.K 0[F,.h+ F,.
[Fx y ]h+ [Fx y@.k:
d0 X oy

d® F(x;y) = d[ dF(x;y) ] =

(A2 2E(xv) ) (A2e(v 2r0ein )
_|97F(xY) (xy) O°F(xy) , . 0°F(%Y) _
_L il v kJ.h+L oy oy .kJ.k—

PF(xy) o 0°F(xy), ,  9*F(xy)
= —2.h +2—h.k+—2
9 x o xay dy

hipétesis del Teorema de Schwarz).

k? (ya que al pedir derivadas continuas se cumpkn la

Puede observarse que el segundo miembro tienenta fdel cuadrado de un binomio, entonces se
define unoperador.

20y 20,
PFxY) |, O°FGY) o

2
h+2 axdy ay?

(2) 21/ v
0 0 0°F(x;y)
2 W — )= /
d F(X’y)_(ax'h+ay'kj F(x;y) 32

Si se calcula dfdF(x;y)]= o F(x;y) , se obtiene:
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CFGY) 2 |, O F6Y) o, OF(XY) |3

o F(x;y) =
Gey) axzay axay2 6y3

3PF(xy) | 3
W.h +3

Utilizando un operador similar al anterior , decemue:

. 3 5 @
d°F(x;y) 5-h+a—y-k F(xy)

En general:

hn—lkl

(n) n Ny o
d d n) 9 F(xy)
d"F(x; :(—.h+—.kj F(x:y)= (j— -
(<) ox’ay (x:y) 2(:3 ox'"'ay'

(1)

(1) Recordar qu(aa+ b)n = i(nj a" ' o

i=0\!
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FORMULA DE TAYLOR

e Para funciones escalares

En Andlisis I, se demostré que si una funcién Y é€s derivable hasta el orden (n+1), en un
entorno de un punto a, dicha funcion se puede mpanx en ese entorno, mediante un
polinomio de grado n, escrito en potencias de ¥/ -se puede acotar el error que se comete
cuando se toma como valor de f(x) con £(a; ), el valor que toma ese polinomio paraxa
considerada

En sintesis, en Andlisis | se prob6 que si f(xexsvable hasta el orden (n+1), en un entorno de
un puntoa, se cumple que:

f(a)

f(x) = f(a) + (@). (x-a) +—, ~ a)l+. .+

(N (a)

n! (x-a) W+ Ty

Th+1€s elTérmino complementario o resto de Taylor.

También se lo indica con,® Tc, y permite acotar el error que se cometedman toma como
valor de la funcion , el del polinomio.

Existen distintas expresiones para el Término cemehtario. Una de las méas usuales es la de
Lagrange:
f+1)(c). (x - a)"*?
T =
n+1 (n +1)!

donde c esta entre x y a, es decir X < ¢ < a odien < X

[ | |
X c a a c X
Resulta:
N i n+1)
fl A
f(x) = ZJ”@.(x-a)' +T1§(|:)'(X_a)n+l ,concentre xya
i=0 '

(Observacion: Se considera que la derivada den@@s la funcién)

Sia =0, laférmula de Taylor se conoce como tdande Mac Laurin

i@ Y0 g
f(x)= . 0 L+ (n+1)! x(" ),con centre0yx

i=0
» Para campos escalares de dos variables:

Consideremos un campo escalar AR, con AI R?, diferenciable hasta el orden (n+1) en
un entorno de (a;b) que incluya al rectangulo dticeéopuestos Ra;b) y R(a+h;b+k).
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b+k

X

a a+h
Interesa encontrar un polinomio de grado n, eanuis de (x-a) e (y -b) , que permita calcular
valores aproximados de la funcidén en un entorn@ibg, por ejemplo en el punto (a+h;b+k).

Llevaremos el problema a una funcién de una varidbara ello escribimos en forma para-
métrica la ecuacion de la rectgPP

y

b+k P

NV

a a+h

x

P _
SIQOR P,y Q(Xyy) setien ‘:O —b:t;dedondex:aﬂh

Po

0 |0l
I

y=b +tk

Cont=0, se obtiene x =a, y = b que son lasdemadas de,Pcon t = 1, se obtienen las de P
, Y para cualquier otro punto del segmen#®, Pdebe ser: 0 <t<1.

Con esta parametrizacion, F(x;y) puede escribosgoduncion de "t"
F(x;y) = F(a + th;b + tk) =¢ ().

Desarrollaremos por Mac Laurin esta funcion devameble:

" (n)
00200 +©.t+E D2 O joir
con.
(n+1) n+1
Ther = M concentreQOyt.

(n+1)!
Ya sabemos quie (0) =F(a;b)

Trataremos de expresar las derivadasp@i®@ para t=0 , en funcién de las derivadas deaFa P
ello, derivamos F como funcién compuesta.
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X
F < e t b '(t)= Fx (a+th; b+tk).X'(t) + | (a+th; b+tk). y'(t)
V)

Comox' ()=h e y (t) =k, rdau
b '(t)= Fx(a+th; b+tk).h + Fa+th; b+tk). k
Parat =0 se tiene:
¢ '(0)= F(a; b).h + ' (a; b). k = d F(a;b).

a0

Razonando de la misma forma obtenenpos(t)= o

¢<X> t

d(Fxh+Fy K  d(Fyh+Fy K
= —— K
y

Luego:
¢ "()=[ F'« (& +t h; b + t k).h + R (a+th; b+tk).k].h + [F (a+th; b+tk).h + K (a+th; b+tk).k].k

Por ser F diferenciable hasta el orden (n+1), sgptan las hip6tesis del Teorema de Schwarz,
entonces parat=0, resulta

$"(0)=F"« (a;b).f + 2 F}y (a;b).h.k + Fyy (a;b).K=d? F(a;b)
Asi sucesivamente, puede verse qpé’(0)= d” F(a;b).

Reemplazando en (1)

2 . (n) .
() = Flasb) + R ).t £ 02y +EC D) oy

2!

(n+1) g(n+1 b+
con: Th1= % n+1_ Iz(na:];!h Ck; concentreOyt

Como interesa F(a +h;b+ k) que &s(1), hacemos t = 1:

2E(a M E(a
Far 1 br B = F(ab) +dFaib)d— o+




69
d*DF(a; b)

con:Tp = W conc / 0<c<1.

La Férmula de Taylor para campos escalares deat@bies puede escribirse:

id(i) Fla:b) | dM+1F(@a +ch; b +ck)
i

F(a+h;b+k)-F(a;b) = (n+1)

,con0<c«
i=1

Sihacemos x=a+h;y=Db+k, resulta:h=ax k=y - b; al desarrollar los diferenciales,
Formula de Taylor permite escribir F(x;y) en potaade (x-a) e (y- b)

Fxy)=HaB+[R'(ah(x p+ F(a) y )p+

11 » " "
| Fa@b.(x- 8% +2 By (ah(x R(y Pr GO ¥ )B[+.# Ty

Si (a;b) =(0;0), se obtiene la Férmula de Mac lawn laque h=x-0=x; k=y-b=vy

n q@) - (n+1) -
F(x;y)-F(0;0) = Zw + g F(ex;cy) ,con0<c<
i=1 II (n+1)|
Recordar
(n) n = —l . .
d ™ F(a;b) {i dx+idyj Fa b= zm"’% (d)" (dy)
0 X oy o\l axn—layl
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Extremos de un campo escalar

Consideremos F: AR, con A0 R?, siendo A abierto ylSO (Xo:yo) O A
» Definicion :

F(ISO) es unmaximo relativo o locale F= 08 > 0/0 X O E[ﬁo,é] : F()Z )sF(ISO)

-~7
F(Py) [~ """ ="

» Definicion :
F(P,) es unminimo relativo o localde F= 16> 0/OX O E[P,,0] : F(X) = F(P,)
z
F(Po)
i )
X 3 >
» Definicion : (X0 ;Yo ; F(Xo ;Yo )) €s un punto de ensilladura

F en A= F es diferenciable eﬁo y el planc

tangente atraviesa la superficie representati

F.

Es decir:

(Xo;Yo; F(%0;Yo)) es unpunto de ensilladurade

Fen A~ F esdiferenciable elﬁ) O

08>0:[0XOE[P,3]/F(X)=F(P,) O
OX'OE[R,3]/F(X') < F(P,)]

El pl. tg atraviesa la superficie
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Si llamamosA F = F()Z) - F(ISO), con X perteneciente a un entorno I@@resulta:
AF< 0= F(I5O ).méximo relativo(MR) |
¢ sonextremos relativos o locales
AF20=> F(ISO) minimo relativo(mr) |

Si F es diferenciable eﬁ;!J y A F cambia de signo en cualquier entorncf’geentonces
(Xo0:;Yo; F(X0;Y0)) es urpunto de ensilladura

* Condicidén necesaria para la existencia de extremos:

Consideremos F: AR, con A0 R?/ z = F( x;y), siendo A abierto I,50 (Xo;Y0) O A un punto en el
gue existen las derivadas parciales de F .

Si F(ﬁo) es un extremo local de F, entonces (I5;)) =Fy (I5O) =0

Supongamos que Ii(() es un minimo local, es decir, por definicion :
06> 0/0XOE[P,9] : F(X) < F(P,)

Cortemos la superficie representativa de F cote@lopx = Xo . La interseccion es una curva sobre

{Z=¢(Y)

ese plano cuya ecuacion es de la fo mx

= XO Zﬂ‘
. X=X,
El intervalo (yo- 9, yo+9d) , sobre la rect 220
esta incluido en El.:a[O ,0], luego :
F(xo;y) 2 F(x;y),0yl. (Yo-9,yo+d)
Es decir:
O ()20 (Yo), Dyd (yo-3,Yo+d) X

Por lo tanto ¢ (yo) s un minimo relativo de
¢ (y) y debe cumplirse la condicién necesariq
para la existencia de extremos en funciones ¥s-

calares:¢ * (yo) = F’y(ISO) =0. 2N

De la misma forma, si se corta la superficie

con el planoy =y, se obtiene una curva
. Jz=¢(X) o (X)
de ecuacio _ gue presenta
Y =Yo
un minimo relativo e (xg) y por lo tanto:
@ (Xo) = Fx (Py) =0
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i Cuidado!

Las derivadas parciales pueden anularse y no piaeseren ese punto ningln extremo .
(Ejz=»¥-y? "En (0;0) no hay extremo, el plano tangente , @xiste pues la funcién es
diferenciable) atraviesa la superfidkeFF >0 para algunos puntos de un entorno de YO®F >0
, €n otros; se trata de un puntoetsilladura) .

Los puntos que cumplen la condicién necesaridas®hcriticos o estacionarios.

* Condicion suficiente para la existencia de extremeativos

Hessiano

Sea F un campo escalar de dos variables con dasyzarciales continuas hasta el segundo orden,
llamamos hessiano de F eR, al determinante:

B T
H(PO)_F'"xy('Bo) Fyy(ﬁ%) _FXX(PO)'FW(FS)_ ny(la
Teorema

Consideremos F: AR, con AL R? abierto, y un puntﬁ;O OA . Si se verifica que:

I)F tiene derivadas parciales hasta el segundenardntinuas en un entornoF?;je

i) F' (Po) = Fy (Py) = 0 i )

iif) las derivadas segundas de FRRmo son simultaneamente nulas. (SuponemggHg) # 0)
Entonces:

Si H(ISO) > 0, entonces H@O) es un extremo relativoy :(F"x (ISO) <0 = F(a;b) MR

F'xx (50) >0 = F(a;b) mr.

SiH(P,) < 0, entonces (xyo; F(Xo:yo) ) €s un punto de ensilladura.

Si H(ISO) =0, no puede obtenerse por este método ninguoanclusion.

Demostracion:

Como una funcion continua conserva su signo emtorreo del punto en que se verifica la
continuidad, y supusimos que todas las derivadamsias de F son continuas Bpy por lo tanto
es continuo H e rP, trabajaremos en un entorno®gen el que H y K conserven su signo.

Desarrollamos por Taylor F(x;y) en ese entorndije:on Tr+1 de segundo orden.
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F(Xy) = F(,) + dF [, ) + The
FXy) - FP,) = Fx (Py) . h+ Fy (P,) . k + % dPF(x o+ ch;y +ck) con0<c<1
+ +
AF
Como las derivadas primeras &j se anulan por hipotesis, se tiene:

A F= Y [F (Xo + ch; y+ck) i + 2. Fy (Xo + ch; y+ck) . h kK + Fjy (Xo + ch; y+ck)]
con0<c<l1

Para simplificar la notacién no indicaremos el pusrt el que se considera cada derivada segunda,
entendiendo que dicho punto egHoh;wtck) con0<c<1

Luego:AF. = % [Fix.W* + 2. Fyy hk+ Fyy k]
0 bien: 2AF. = Fi.h* + 2. F}y hk + Fy K

Como se supuso k% 0, sacamos kg como factor comidn entre los dos primeros términos

2.0F. = P [W2 +2. =2 hk] +F)y K
X X
(P,
Completamos cuadrados sumando y restando, dentrmodehetet = J k2
X X
: 2 CoN2 ]
[ F'« (ley\ (F‘xy\
2.AF. =F o |n2+2hk—2 + K2+ L sz- S G I W
X \\ F"xx I:|XX LF‘XXJ J Y

F( e ]2 (PR ]

— ” y Xy 2| ” 2
2.AF. =Fk || h+ kK| -|=— | k“I+F k
XXL F' xx kF"xxJ J o

Aplicando prop. distributiva se tiene:

2
2.AF. = ”XX(M Exy kT ) %4@ +F 7y K

XX
Sacando comun denominador entre el segundoeyogrttérmino y ordenando, resulta:

( Py 12 FxxFyy-FS
2.AF. =F o.|h+ "xy Ko+ X X yfy Xy K2
F* xx F'y x

peroF” xxF"y - F"?%, = H(a+ch;b+ck) con 0 <c<1
| 1

H
Luego:

F 2 H
2.AF.=F”XX.(h+FXy kJ + k2
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Como se trabaja en un entornoRjeen el que H conserva el signo dePkj(y
F’x (P,) se tiene que analizar los siguientes casos:

1.- HPP,) >0

XX
de los dos cuadrados no pueden ser nulas al nlismpo ya que esto significaria que no nos

hemos movido deP, .

- F 2
Signo deA F. = Signo Fx (P,) . pues [h+ = Xy k] >0 vy K >0 perolas bases

1.1.- Si F’;(x(lso) >0=>AF>0=> F(F30) minimo relativo
1.2.- Si ’>’<x(l50) <0=>AF<0= F(F30) maximo relativo
2.-H(P,) <0

2.1.- Si k = 0, entonces2 AF = F’. hf = signo deA F. = signo FQx(ﬁo)

. ny H
2.2.-Si h +——k =0, entoncesF =,
F X X F X X

k? = signo deh F# signo F (P,)

Por lo tantadF cambia de signo en un entornolﬂeluego (%Yo ;F(Xo;Yo)) €S un punto de
ensilladura.

3.-H=0, se puede ver con ejemplos que pueden pegserdistintas situaciones



75

« Extremos locales para campos escalares de tresaibes

Sea FAL R®*~ R con derivadas parciales continuas en un entorrity deendoPy ] A.
» Condicion necesaria para la existencia de extremelgsitivos.

Si F(Py) es un extremo relativo o local de F entont#X P,) = 0

» Condicion suficiente
Se definen los siguientes hessianos:
F'xx F Xy F xz

yH3 = F"yx I'—"yy F‘yz
F'2x I:"zy F 24

F'xx F Xy

|_|1:F"XX ’H2: F F

Xy yy

Si ﬁ’o es un punto que cumple la condicién necesarialpamgistencia de extremos relativos y
las derivadas segundas de F no son simultaneamdageen Py, entonces si :

a)H1(Py) >00 Hy(Ry) > 00 Hg(R) > 0= K B) es minimo relativo

b) Hy(Py) <00 Hy(Ry) > 00 Hy(R) < 0= K B) es maximo relativo
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» Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

Extremos ligados o condicionados. Introduccion

Supongamos que se quieren determmadimensiones del rectangulo de perimetro 24 que
tiene area maxima.

X

Esto significa que se desea maximizar la funciGnyhE x.y entre aquelos pares (X;y) que cumplem co
la condicion : x +y =12,

Si d(x;y) = x +y-12, se busca maximizar la func#rentre aquellos pares (x;y) que cumplen con:
¢(x;y)=0. La condiciérp(x;y)=0 se llama restriccion del problema.

LlamamosC al conjunto de nivel d@, caracterizado po(x;y)=0, para indicar que se estudia A
restringida a aquéllos valores de (X;y) que pereaea C, escribimos @fse lee : “A restringida @”.)

Al fijar un valor de A, estamos determinando unevaule nivel de A(x;y). Trabajar con@\| significa
trabajar con las intersecciones entre las curvasveéde A y C . Entre esos valores, el extremo d€ A|
se producira cuando la curva de nivel de A segetae &C.

oy En el punto de tangencia, los
vectores normales a ambas curvas de
nivel son paralelos.

Como el vector normal a una
curva de nivel esta dado por su gradiente,
debe ser:

DA =206

Para encontrar el punto en cuestion,
deben buscarse los puntos que cumplan:

JA'X () = Ay (X:y)
A'y (Xy) =Ad'y (X;y)
d(x;y)=0

2 4 6E 8 10
En este caso, resulta:
y=A _ _ _
\ > X=TYy=>2X=12= x=6=
X= y=6= A =36
[x+y:12

El rectdngulo de perimetro 24 y area maxima esadrado de lado 6

e Meétodo de los multiplicadores de Lagrange
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Sean F(x;y) y¢ (x;y) dos campos escalares de dos variables aoradas parciales continuas,
tales F(x;y) tiene un extremo relativo Efx) cuando (X;y) esta sujeto a la restricciofp(x;y) =
0

Si O (xo;y0) 20, entonces existe un nimero reatdt quefF(Xo; o) = koDd(Xo: Yo)

Demostracion:
La representacion grafica ¢e (x;y) = 0 es una cun@ en el plano (x,y) que admite una
representacion vectorial

F(t) = X7 + y(t)j
para t perteneciente a algun intervalo I.

r'(t)es el vector posicion de un punto PGlé€Consideremos el puntg P C en el que F alcanza
Su extremo y supongamos que se produce pata t =t

Po =(X(to: Y(to)) = H(to) = RR) = K( 1) =( 5 8)

Se puede definir una nueva funcidfx t) :(FOT)(tO) = F(x(t); y(t))en la que al variar "t" se
obtienen valores de F correspondientes a punt@saevaC. Como F(x;yo) es un extremo de
F bajo esta restriccion, resulta(fs) un extremo ded:

Por la condicién necesaria para la existencia tteraws, resulta: Ety)=0 (*)

Derivando i como una funcidon compuesta, resulta:
F ()= DR(P) (Y
Parat=des Ri(to)= OF(Ry) O (o) =0  ( por *=0F(R)IT (1)

Esto prueba quelF(P,) es ortogonal al vector'(t,) que es tangente @ Es decirOF(P,)
es perpendicular a la curva de nivelp¢e;y) que pasa por £¥o)

Ademas, por propiedad del vector gradieﬁt¢,(l50) [C por ser la curva de nivel d€x;y) que

pasa por (XYo), luego iq; (ﬁo)DF'(tO) .Entonces ambos vectores gradiente son
perpendiculares al mismo vector, por lo tanto salplos entre si, es decir:

Oko O R/ OF(Py)= koDd(Py) (1)

Consecuencia:
De (1) resulta:

O[R(Ry) — kod( Ry)] =0.

Entonces, si hacemoa o= - ko y definimos la funcidén de Lagrange: LO&¥=F(Xy)+Ad(X;y),
resulta que para los puntos criticos del extremadicmnado existeAg O R/
OL(x0:Yoiho) =0
El nimero\ es un multiplicador de Lagrange. (2)
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Si F sujeta a la restricciap (x;y) = O tiene un extremo eny(0), entonces @xyo) debe ser
solucion de (2). por lo tanto para encontrar ldseexos se deben encontrar los valores de x e y
gue para algun valor de verifican tales ecuaciones.

El método puede utilizarse cuando F esta sujetasad® una restriccion; en este caso la funcion
de Lagrange es:(X;Y;A1;A2) = F(XY)+ A191(Xy) +A202(X )

Condicion suficiente
Para un campo escalar A& [J R? _ R, sujeto a la condiciof (x;y) = 0.

Sean F(x;y) ¥ (x;y), dos campos escalares continuos con dersvpdeciales continuas hasta
el segundo orden .

SeaP,=(X o Yo ) Un punto tal que exisie que verifica:0)( F+ )\q))(xo; Yoihg) =0
La funcidén de Lagrange es L(x¥)= F(X;y) t\.¢(X;y).

Se analiza el signo delessiano orlado , es decir del determinante:

ARG
ox2  oxay %
o°L 9%

Ho(X, ;N =l—— —5— ¢ en (Xo; Yo:A o).
ox ¢y O

SiH(Xo; Yo:A o). >0, entonces F (% Yo) es Maximo local de F sujetapa

SiH(Xo; Yo:A 0).< 0, entonces F (¥ yo) es minimo local de F sujetapa

SiH(Xo; Yo:A 0).=0, entonces el criterio no sirve.

EJEMPLOS:

1) Obtener los extremos de F(x;y)Z %y , sobre la curva X+ y? =9

Consideramos:

Fy)=x2+y ;¢ (xy)=x2+y? ,lacondicion e (x;y) =9
Debe ser{JF =\ .ﬁ¢:> Fx =A0¢'%
Fo=h by

Ademas: ¢ (xy)=9
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De (D):x.(1-A\)=0=x=0CA=1
J2x=2>\x @ a) Six=0,en(d:| y=3
Resultaj 1=2\y (2) Siyzs,en(z):)\z%

x2 + y2 =9 (3
Siy=-3,en(2:A= _%3
b)SiA=1, en (2) resultay = 1/2. En (3) se tiene **/?5/2

Los puntos criticos obtenidos son: (0;3) aon 1/6 ; (0;-3), com=-1/6 ;
(V354 ;1/2) con A =1 y(-¥3/; 1/2) también cor =1

La funcién de Lagrange es: L 2% —YA( 2 5% 2)/
L’X:2X'2\X, L”XXZZ'Z\,L”)(yzo

L'y=1-2y ,L"y=-2\

2-2\ 0 X
Entonces: Hp=| 0 -2\ 2y|=8AX*-4y (2-2)\)
2X 2y O

Ho (0;3;1/6) = - 4/9 .5/3 <6>F(0;3) minimo relativo condicionado de F
Ho (0;-3;-1/6) = - 4/9 .7/3 <65F(0;-3) minimo relativo condicionado de F
Ho (V3] ; 1/2;1) =70 - 4. 1/4. 0 >®F(¥3%/ ; 1/2) Max. rel. condicionado de F

2) Encontrar los puntos de la cunvasyix que estan a la menor distancia posible d¢ (4;0

Consideremos la funcioén distancia: d(x;yj)/ éx — 4)2 + y2 :

Optimizaremos F(x;y) = ( x - 4%)+y? .

La condicién e® (x;y) = 0, sienda(x;y) = y2 —4x

Debe serfF=A .0p = Fy =A.¢'x =2.(x-4)=-4\ (1)
VOEA Oy = 2y = 2Ay(2)

Ademas: d(xy)=0 =—=vy%-4x=0 (3)

De(2): y(1A)=0 = y=0 vA=l

a)Siy=0,en(3)resultax=0,yen (Ax2

b) SiA =1, en (1) se tiene: x =2 y en (y}=2+/2

Los puntos criticos son: (0;0) cAr=2 , (2 ;2+/2) conA =1y (2;-24/2) también con

A =1,

La funcién de Lagrange es: L= (x - 4% y2- A (y? - 4x)

L’XZZ(X'4)+4:LHXX:2,L”xyzo , L,y:2y'2\y:>L”yy:2'2\
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2 0 -
ResultaH, =|0 2-2\ 2y =-16(2- 2A)- 82
4 2y 0

Ho(0;0;2) = -16.(2-4)= 32 > 685 no hay minimo
Ho(2 ; 242;1)= Ho(2 ;- 24/2;1) = - 64 <0=
F(2 ;242) y F(2 ; 24/2) minimos condicionados elativos.

La distancia minima es en ambos casoqé(ﬂ:— 22 +8=12= 2/ 3x 2 +y?
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INTEGRALESDOBLES

l.-Definicién
El acercamiento intuitivo al concepto de integiable se hace a través del concepto
de volumen, asi como el de integral simple se hguagtir del de area.

Consideremos un campo escalar F:AR con AQ R?/ F(xy) 20, O(x;y)JA y esta

acotado en A, siendo A un rectangulo en el plano x
A={(xy) OR?*/asx <b O csys<d}

Interesa calcular el volumen del solido limitadar @l grafico de z = F(x;y), los
planos
z=0;x=a;x=b; y=c; y= d. El volumen deeesolido puede aproximarse sumando los
volumenes de paralelepipedos inscriptos o circijmes al mismo.

Como F es continua en A , por el segundo teordendVeierstrass, adopta un
maximo (M) y un minimo (m) absolutos en A.
Se cumple qudb-a(d- ¢ ms V<(b- ¥ & t M

A

(9}

Provocamos una particion regular en [a,b] y atrfcgl].

A=%< X< X%<.<X1<X<..X%=Db A

3 3 b—-a d |-
COﬂAXi =X =X _1_T i
C=W< B<Y <<y <y <.<y=d yj'cl

d-c
CONAyj =yj=¥j-1=~ =

a .. Xi1 X ..b
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Indicamos con Ral rectangulo de aresR;= Ax;. Ay,

Supongamos F(x;y) continua en A, también lo seréagla uno de los subrectangulos en los
gue quedo dividido. Por lo tanto alcanza, por guiedo teorema de Weierstrass, un maximo
y un minimo absoluto que anotaremogyMn; respectivamente.

Llamamos suma inferior con respecto a la particion & la suma de los volumenes
de los paralelepipedos que resultan inscriptosl dlido cuyo volumen buscamos.

m n
Sp = szijAXi .ij
=1 i=1

Se cumpleSp <V, siendo V el volumen del sdlido que nos interedeutar.

Con el mismo criterio, definimos corsama superior con respecto a la particion P
a la suma de los volumenes de los paralelepipgdesesultan circunscriptos al solido cuyo

m n
volumen buscamos. Sp= 2 2 MjAx Ay,
i=1i=1
Se verifica Sp =2 V
Luego, para una cierta particion P : Sps<V<Sp

Si refinamos la particion , es decir tomamos caamas puntos sobre el eje "X"y
cada vez mas sobre el "y", y llamamos P' a la nuysesd@emos definir para ella una nueva

suma inferior y una nueva suma superigs (y S_prespectivamente) gue aproximan mejor

el volumen buscado. -
Obtenemos: Sp<Sp< VS Sps Sp

Repitiendo este proceso se forman dos sucesionasie sumas inferiores, creciente
y otra de sumas superiores, decreciente; ambasadasotsuperior e inferiormente
respectivamente, por V. La diferencia entre dosnitéss correspondientes de ambas

sucesiones es cadavez menor:  Sp-Sp= Sp- Sp

Entonces ambas sucesiones admiten un limite co(B8uiir(x;y) = 0,0(x;y) A,
este limite representa el volumen buscado)

Se llamaintegral doble de F(x;y) sobre el recinto & limite de las sumas inferiores o deflas

sumas superiores cuando el nimero de puntos desgratigiones tiendeca.

n

n m
Ha FOGy)dxdy = lim > > myAx Ay, = lim X > MjAx Ay,
”m*fo i=1j=1 ”m*fo i=1 j=1

3
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Si consideramos en cada subrectangulo deféedy;,un punto arbitrario
Rj = (Gi B ) se tiene que:

mj S HR)< M,

m n
y por lo tanto: Sp< X D FP@ DX AY; < Sp
j=1 i=1

Esta suma, que se encuentra permanentemente calidarentre la suma inferior y
la superior de una misma particion, se llataama integral” o "suma de Riemanf.
Cuando el niumero de puntos tiende,da sucesion de sumas de Riemann tiende al mismo
limite que la de sumas inferiores o superiores.

n m
[Ty FOGy)dxdy = lim 2> F@ A xi A,
N— j=1j=1
m - o

Il.-Condiciones de integrabilidad

Consideremos F definida y acotada en A.

[1.1.- F es integrable en A (e >0, (Juna particion Pg - Sp<e

[1.2.- Si F es continua en A, entonces es integrable.en A

11.3.- Si F es continua en A o su conjunto de discordamls es de medida nylantonces
es integrable

Por comodidad, generalmente se trabaja con fuegigontinuas, pero no son las
Unicas funciones integrables.

I1l.- Interpretacion geométrica

Si F(x;ye0,0(x;y) O A, la suma inferior representa la suma de losmelies de
priasmas rectos rectangulos inscriptos en el séfidtado por los planos: z=0, x=a, x=

!Conjunto de medida nuldJn conjunto A incluido efR? tiene medida nula si y sélosle > 0,C un
conjunto finito de rectangulos que cubren a A stajee la suma de sus areas es menog.due segmento,
una circunferencia, un arco de parabola son ejam#aonjuntos de medida nula.
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b,y=c¢ y=d y la superficie representatiieaz = F(X;y); es decir constituye una
aproximacion por defecto del volumen de ese sdlido.
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La suma superior, con el mismo criterio, represantaaproximacion por exceso de
dicho volumen.
Tales aproximaciones mejoran a medida que auneémiamero de puntos de la parti-
cién, por ello resulta:

n
”F(x; ydxdy= lim S= lim $= limY, <5|JD)A KA y= V
: e e

IV.- Propiedades

IV.1.- Si A1y Az son dos rectangulos cuya interseccion tiene mexditday tales que la union da
el rectangulo A, entonces si F es integrable sA@bgesobre A se cumple:

) Fecy).dxdy+ )] Rixy). dxdy=]] " x y. dx dy

A A A

1 2

IV.2.- Si Fy G son integrables en A, entonces:

IRxy) +G(x Yidx dy=)) & x y dxdy )] & x ¥ dxdy
A A A

V.-Célculo de integrales dobles

V.1.- Para recintos rectangulares

Considero z = F(x;y) continua en el rectangulo j&8]x[c,d] tal que = 0, [I(x;y) OA

-

Supongamos que Nnos proponemos cals —
el volumen que limita la sup. con los mis [

z=0, x=a, x=b, y=c, y=d, utilizando los con-

ceptos de Analisis Matematico |. L _
Consideremos la interseccion del sélida ¢
el plano x = ¥ siendo & x,<b. A(X0)
El area de la seccién transversal
determinada puede calcularse con una
integral simple.
d c d
A(X O) = '[C F(X o y)_ dy »
2 |
b
P
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Si provocamos una particién regular en [a,b], ygieles un punto arbitrario; @n cada

subintervalo, podremos decir que el volumen segualtular mediante:

n
v=lim 2 A )
n-ooj=1
pero por definicion de integral simple, resulta:

d
V = TA(X) dx:?de-C R x y). dy
a a
Al mismo resultado puede llegarse determinandos&cciones con planos y = cte.

Entonces el volumen es:

V= jj[jJ F(x'y) dy] dx

cC a

Entonces el volumen es:

TR F(xy) dxdy = f[_TF(X:y)dX]dy= _T[fF(x;y)dy]dx
c a ac

V.2.- Calculo de Integrales dobles en recintos mztangulares

V.2.1.-Tipos de recintos no rectangulares

V.2.1.1.Recintos no rectangulares simples TIPO |

X < < X
Son los que pueden definirse mediantt{yl( ) y Yalx)
a < X < b
Ya
I y2(x)
(WA ALVA
YIUAJT
>X P N
a b y
dl

V.2.1.2.--Recintos no rectangulares simples TIPO |
X < X X
tel()’) 2(Y)
c <y < d
Los demas recintos con los que trabajaremos pueden ¢

X2(y)

IN

Son los que pueden definirse media{

A 4
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descomponerse en uniones de recintos simplesyipdll

V.2.2 .-Calculo de integrales dobles definidas egintos simples no rectangulares.

Consideremos un recinto simfide por ejemplo del tipo I. Suponemos F continua en D

excepto, a lo sumo, en un conjunto de medida mikresa calculal;” F(x;y).dx.dy
D
Llamaremos A a un rectangulo que contiene a D

F(x;y) si(x;y)dD
0 si(x;y)OA-D
conjunto de medida nula. Luego F es integrable en A

Definimos: F(x;y) :{ . F es continua en A, salvo a lo largo de un

A

_” F(X; y)dx.dyz_” F*(x y)dx dy= /73(7)—_
D A
R T e S 0|
A I R 1S ER SR -1 C R | c
0 F(x;y) 0 )

b, [y2(0) -, .
—J-adx (%) F(x;y).dy

Y, (X)

v, () Rxy.d

Luego

” F(X y).dx. dy:” F (xy). dx dy:I: q
D A

Xa( Xa(Y)

v

d X
Si el recinto D es tipo Il se llega ﬂ F(x;y).dx. dy:J-C d)JX 2((;;) Hx Y. dy
D 1

V.3.-Cambio de variables en integrales dobles

V.3.1.-Coordenadas polares

En coordenadas polares la posicion de un puntbmare queda determinado por las
coordenadag: [0 R*,: radio vector y ¢ [0, 2r) (argumento).

Las férmulas del ' ({X:p'cogp
as formulas del pasaje son:; s
pasal y = p.senp y
P
dien p=.x*+y?
¢:arctg% o
/) .
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[1.2.-Integral doble en coordenadas polares

SeaF: D.R con DO R? integrable. Interesa calculfp F(x;y) dx dy

_ ) X = p.cosh
haciendo el cambio de coordenadas
y = p.senp

Para calcular la integral en coordenadas polares, hay que expresartel y el campo
escalar en esas coordenadas (F(x;y) 5d=%¢).) Definiremos integral doble en coordenadas po-
lares.

Provocamos particiones regulares en los intervalos de variacipty de g.

Para valores constantesglequedan definidas circunferencias concéntricas y para valores
constantes dgp se determinan semirrectas con origen en el centro de coordenadas.

El recinto queda , entonces, dividido en trapecios circulares dejarea A

v V.1 1 1
Ajj .= aredODC - &reaOAB = 5 02 Ng - pE Mg = 5 (02 - p7) g
1 r'
Aj =2 (P + P ) (P2 = P) AP = o Do BP
| J | J D
Pm Ap Apf
€
Ad
a | X,

Para definir la integral doble, hacemos una particién regular en el recintogiadite
expresado en coordenadas polares. En cada elemento de area, es decir, en cada uno de los trape-
cios circulares elegimos un punto arbitrarid® ;@ ;) y calculamos Fi§; ;¢;). Por definicion
de integral doble:

n _m

lim>. > F (i 4)- A =L[rggif*m; 8. pmlo-09, =), F*(09).p.dp.0p

Como las integrales dobles en cartesianas o en polares, deben dar lo mismo, resulta:

I, Fos-axdy= 1) Fr(ag).pdocy

Observacion: Vemos que para resolver una integral doble pasando de coordenadas cartesianas a
polares, debemos expresar el recinto y la funcién en las nuevas coordenadas , reespiezar
renciales y multiplicar por un factor de conversion que. es

Llamaremos jacobiano de la transformacion al determinante de la matriajecadeilas
viejas variables en funcion de las otras. En el caso del pasaje a coordendas,panciateg
jacobiana (o la matriz derivada) es:

J X,y _(cosqﬁ -p.semp

7 0.0 \senp  p cop j y su determinante es:
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cosp - p senp
senp p cog

= pcosg+ p.sehg=p (cOp+ séwp p
1

El resultado del jacobiano es justamente el factor de conversidrul{isemos cambiado
el orden de las filas o las columnas de la matriz derivada, hudaiedsado el signo del determi-
nante. Sin embargo, el factor de conversién esta relacionado con upoaieaanto siempre se
toma el médulo del jacobiano

Para hacer un cambio de coordenadas cualquiera, por ejemplo :
X =X (u;v)
y =y (u;v) se procede de manera similar: se expresa el recinto y el canti@oegstimcion de
las nuevas variables, se reemplazan los diferenciales y se multiplica paiouddéammonversion
gue es el médulo del jacobiano de la transformacion.

I Foeyp.axdy=)]  FOqu: yuy.l Sy

D(x;y) D(u;v)
siendo
X' y
RE Det( N J
XV yV

V.3.3.- Cambio de variables en inteqgrales dobles
TEOREMA

Consideremos dos regiones simples del plano D y D* yranaformacién C

inyectiva T:D*.DI/T (D*)=D definida por'I: (u;v)= (X (U;v);y (U;v))

Entonces, si F:D R es integrable en D, resulta:

I (X.y)

o"(u,v)'d udv

IF(x;y) dx.dy = I F (x(u;v);y( u; v)).‘
D

D*

Observaciones:

es el modulo del determinante de la matriz jacobiana.

a(x,y)
(uyv)

12 (xy)
12 (uyv)

2.- Pedirque T (D*)=D es equivalente a pedir q £0,0(uyv)0D*
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INTEGRALESTRIPLES

Consideremos un campo escalar F; R con A R®/ A = [a,b]x[c,d]x[e.f].
Supongamos que F esta acotada en A . Definirentegrat triple utilizando un proce-
dimiento similar al que usamos para definir intezggalobles.

Provocamos particiones regulares en [a,b], [c]é]fy. El dominio A queda dividido en
porciones elementales de voluneNj =A x A y; Az, , donde
Axi:E;ij: E; Azsz—e.

n m I

En cada uno de esos prismas elementales, elegmmsnto arbitrario 2 (oi; Bj; Yk )
y calculamos el valor de F en él. Se define:

n m |

mAF(x;y;Z) dxdydz= 1im 2> D> Ko iBjivk )AXAYAg
N i1j=1k=1
‘kl_,_;o

A 4

Se puede probar que si F es continuo en A, o tewentinuidades sobre un conjunto
de medida nula, entonces es integrable en A.
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Al igual que en integrales dobles, el célculo skice a tres integrales simples  su-

cesivas o iteradas:
J: Ucd ’I:F(x; Y; 2) dx] dy} dz

Cambiando el orden de integracion se pueden défimitegrales, pero todas iguales
entre si e iguales a la integral triple.

T Focya axayaz=[' [ I [TFoeyia) of ay Joz

También completando la analogia con integralesedopluede extenderse la definicion
a recintos que NO sean prismas rectos rectangulos.

Sea V un recinto cualquiera incluido Rhy sea A un prisma recto rectangulo que lo
contenga. Siguiendo un razonamiento similar allgcienos con integrales dobles, pue-
de verse que:

I Foxyiz dxdyaz=J)), Fr(x v 2 dxaydz
F(xy,z s (xy;2) OV
siendd:*(X;y,Z):{o( Y )si(x;)(/;z)yD)A—V

Clasificaremos los recintos V en distintos tipos:

» Tipol : asx<b
¥ (X)sy<y2(x)

Z a Z,(Xy)

z (xy) < z< 2 (Xy)
z1(xy)
0 bien: xy=<d a >
% (y) sx < X2 (y) o]
2 (xy) € 25 2 (%) X/a/ e
» Tipoll : asx<b 0 bien<ez < f
21(X)<z< 2 (x) 1X2) <x < 7, (2)
% (X2) <y < y2(%2) MXZ) S Y < Y2 (XZ)

VAR
e\

v
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» Tipoll:c<sy<d z 1 o bien: e&z<f

z(y)sz<z(y) f ¥ (2)<sy<y2(2)
X1 (Y;2) £ X < X2 (Y;2) \y o X (Y;2) £ X< X2 (Y;2)

Por ejemplo, para un recinto como el del Ultimagbles:

Il Focya axayee=] [ ay [ Fc 2 ox

e (2 %(¥:2)

Il.-Cambio de variables en integrales triples

[l.1Coordenadas clindricas: z { (x:y:2)
P ! ' .
( Son equivalentes a las polares del plano) (p:¢:2)
Las férmulas del pasaje son:
X =p cosd .
y=p Sem) ‘ y 14
Z=7Z /
X
El jacobiano de la transformacion es:
cos¢ -—p serp
d XY,z
‘m =lseng pcogp O=p cdsp+p sép= p(cos ¢+ sefig F p
1 k) O O
1

Geométricamente puede justificarse considerandeoleimen de un sélido elemental
producido por particiones en coordenadas cilingrica z ¢

p = cte= superficies cilindricas de directriz circular g gj
¢ = cte= semiplanos de borde z

z = cte= planos paralelos al plano (x,y)

AV,=areade PAz
AV =p.Ap . Ad. Az

(pues el area de;Bs el area de un



trapecio circular en coordenadas polares)

Con un razonamiento similar al que se hizo corgmates dobles, resulta:

Mvyz FOy;2)dx dy dz =[Tves 2 F(0; §; 2) p dp db dz

Coordenadas esféricas
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Un punto P d&® puede quedar ubicado también porssrdenadas esféricasiue son :

el radio vector 0 R*( (es la distancia entre el centro de coordenadagynto P); el
anguloA, que forma el semieje positivo de las z con eloraector Al [0, 1); y el
angulo ¢ que forma el semieje positivo de las x con la @coidon de sobre el plano xy,

(¢ 0[0,2m) ).

Las férmulas del pasaje son: x =r denos¢
y sen\ seng
Z coSA

Resulta:k + y? + Z =P [ serfA| (coS ¢ + sed ¢ ) + cos?A) = r
| 1 |
1

El jacobiano de la transformacion es:

0X,Y,zZ

IRy =|sem\ sep r cos sén r

COSA -r seni

-

(x1y:2)

(6 1)

h 4

X
Sem co$ r cos cgs -r S&n n X /
sen s
0

=rPsef Asefd + Fcoghsen\ cosd +r’cosA sem coSd +FserfA cos ¢

=rPserf\A (sedd +cod d)+rcofAsenh (sedid +coé 0)

1 1
=r’sen\. | (sefl A + cog A )=  sen
1

Luego : Tvxyz FOGy;2)dx dy dz =[llverng F (A5 ¢) * senh dr dh do
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La férmula puede interpretarse geométricamenteanolm un elemento de volumen en

coordenadas esféricas. Para ello debemos tenaertaqjue :

r = cte = sup. esférica =

A= cte = sup. cOnicade eje z vy vértice en (0;0;0)

¢= cte = semiplano de borde z

AC=Ar

N
AB=rsenA Ad \.
(es un arco que esta en la curva interseccién Al /7 E
de una superficie esférica con una sup. conica). k]
(Recordar: long.arco =r. &ng. en rad.) c ---

R »,
AD=r A\ M—A
- v

. N ]
AV = long.AC. long.AB. longAD g
AV =r se\.Ar.r.AG.AN
AV = r°. se\Ar. Ap.AN \

» APLICACIONES FISICAS DE LAS INTEGRALES DOBLES Y TRPLES

+ Caélculo de la masa.

a) Consideremos una lamina D de espesor desprecailya densidad en un punko
esté dada por una funcion contindéx;y).

Efectuamos una particiéon regular de D en
A rectangulos de are@x;.Ay;. En cada uno de
ellos, elegimos un punto arbitraria;(; B) y

B Ay calculamos la densidad en él.
La masa del rectangulo aproximadamente:
Mijzé(di ,BJ) AXi .ij.

v

La masa total de la lamina , puede calcularse madlia

nm
lim > 2.6(a;Bj)Lx; Ay = [[8(x;y)dxdy (por definicién de integral doble)
(n;m) — (0;0) j=1j=1 D
b) : . _
Con una razonamiento similar, sise Z 4
desea calcular la masa de un sdlido
V, cuya densidad en cada punto es y 1
un funcion continua (x;y;z)se
llega a:
M= [[[3 (x;y;2)dxdydz
Y

AXiijAZk
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* Momentos estaticos de primer orden
Dado un punto material de masa m y un eje que@geatra a una distancia d, se define
como momeénto estéatico de primer orden al produetia dnasa por la distancia del
punto a eje.
Razonando como en el caso anterior, se llega a:

a)Para la lamin®:

M, =[[ yd(x;y)dxdy ; My =[] x®(x; y)dxdy
D D

b) Para un soélido \/Mxy =[[[ D (x;y;z)dxdydz
Vv

My, = [[[ % (x;y;2)dxdydz; My, =[[] B (x;y;z)dxdydz
v Vv

» Coordenadas del centro de masa o centro de gravedadricentro

Para un sistema de puntos materiales , el centnoega es el punto en el que debe
pensarse concentrada la masa para que se conkeErveamentos estaticos de primer
orden.

a)Para una lamina , las coordenadas del baric@ajrdeben cumplir:

[[ xB(x; y)dxdy [[ yd(x;y)dxdy
_ _D . _ _D
Xo. M=My= X = [[3(x;y)dxdy ' Yo M=M= Y = [[3(x;y) dxdy

D D

b) Para un solido V, resulta:

_ m\/ X (X;y;z)dxdydz _ mv W (X;y;z)dxdydz
Il Ceyiapidydz © 7111, 8 (x;y;2)dxdydz *
IR, B (xy;2)dxdydz

m\/ O (X;y;z)dxdydz

X

Lg
* Momento de Inercia

Para una punto material, el momento de inercisertsple un eje es: I= nf.d
Entonces, para una ladmina es:

L= J[ ¥ 3(x;y)dxdy = [[x2 B(x; y)dxdy
D D
Para un solido:
L=[[](y? +2%)3 (x; y;z)dxdydz; J= [[[(x2 +22).8 (x; y;2)dxdydz;
v v

l,= jjj(xz +y2).3 (x;y:Z)dxdydz
Y
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INTEGRALES CURVILINEAS (O DE LINEA)

» Longitud de un arco de curva

* Curva rectificable

Recordamos que umarva es el conjunto imagen de una funcion vectoriatiooa.
La funcién es latrayectoria.Si la funcidn es inyectiva, la curvag@mple.

Consideremos : [a,b] = R™ con m >1/f(t) = (fl(t);fz(t);~-~;f m )) continua e inyectiva. Una
particion regular en [a,b] mediante ay=<t,; <....<t,=b, introduce una particion en la curva C , aso-

ciada af . Si se consideran los puntos determinados sobre &g la longitud de la poligonal ins-
cripta que queda formada es

n
pSY|P4P|
i=1
Llamamoscurva rectificablea aquélla en la que el conjunto de lp£&4a acotado superiormente.

Llamamodongitud de arcoal supremo de ese conjunto

* Longitud de un arco de curva

Seaf : [a,b] - R/ f ()=(x(t):y(1):z(t)) con derivadas continuas

PR E VAX2 +Ay2 + 072 =x2 () +y'2 (B;) + 2 2(5;) At

+ | |

T.del V. Medio en una variablé_;(<a; < t ,
_ it <Bi <t
i il <y <t)

La longitud del arco es:

s =lim Y x2 (o) +y2 B;) + 22 (5:) At

n— oo 1

Si la funcidn tiene sus derivadas continuas er,[eebulta:

Notacion: s : arco
ds: diferencial arco

s:T VX2 (O +y2 (1) + 22 (1).dt

Luego, s(0)=yx2 () +y2 () +Z2(1) = 'Q)Il y ds Fx2 (1) +y2(t)+22(t) ot

» Reparametrizacion de una trayectoria
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Consideramos una trayectoﬁa{al,bl] - R? y una funcién escalar biyectivathC'/
h:[a,b] - [a1 b1 ] .

Llamamosgeparametrizacionde f ala composiciomn =f oh: [a,b] - R®

OBSERVACION: Se desprende de la definicion que la reparametbizaonvierte extremos en
extremos, es decir h(a)z  h(b) =h o bien: h(a)=b y h(b) =a

En el primer caso la reparametrizacion presereai¢atacion mientras que en el segundo la cam-
bia. Esto significa que una particula que descfilpeede hacerlo o no en la misma direccion que
otra que describg.

En el grafico se muestra una reparametrizaci@mpgeserva la orientacion

f)l‘; h
a b
a
' h ih
\ X & by
a b "
Y en este otro una que invierte la orientacion:
Yo
b, a b
h
a
' X 4
)
a b
a b 1 1

Si C es laimagen d‘e([al ;b1]) y h preserva la orientacion, entoncéso(n) () ira desdd (20) has-
taf (b1) mientras t va desde a hasta b; y si h inviertgintacion , ¢ oh) (t) irad desdd (b1) hasta
f (a1) mientras t va desde a hasta b

ZlL

f (by)

y
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Propiedad
La longitud de un arco de curva es independienta garametrizacion.-
Considero la curva C imagen ﬂr—:{ ab] - R3 la longitud de arco esta dada porT‘Et(t)H dt
a
Supongamos que se reparametriza la trayectorisantedh:[a , by] - [a,b] biyectiva y, por lo tanto,
estrictamente creciente o estrictamente decreciente
Consideremos h{E a y h(k)=b (1).

Interesa calcular la longitud de C respectoﬁdef oh:[a; by - R,

De acuerdo con (1), eg{a) =f @yg(h)= f (b) , entonces:

b
s =f\\g'(u)\\du, pero:g’(u)= f'(CH(u), porlo tantofg'(uw)|=| T '(v|dh'w) |

a

Resulta : s :T |t I (w| =THF '(t)dt pues por (1) dt>0
=Y dt| a

Sig(a) =f (b)y g (b ) =f (a), dt <0y queda:

s= TH fr(h(uwldu = —THF‘ (t)|dt = THF (t)] ot
a b a
Entolnces, la longitud no deperiela parametrizacion.

» Integral curvilinea de un campo escalar

* Definicion

Consideremos un campo escalaA 5R conA O R® continuo y una curva @ A , C a trozos (es
decir, continua con derivada continua en [a,b]epix, a lo sumo, en un namero finito de puntos)

imagen de:[a b] — R /7(t)=x(t);y(t);z(t)).

Se llama integral curvilinea de F a lo largo de:C a

ICF(x;y;z) ms=TF[ 1), W D; £ 9] [“F( ) Hmt

a

Nota:
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Se puede llegar a la definicion y calculo de lagral, construyendo las sumas de Riemann. Para
ello, provocamos una particion regular en [a,blie qnduce una particién en la curva C en arcos de
longitudAs y formamos:

EF(x(ai yy(ai) 2 @) s; = 2 Hx(); y(a); 2o ))E?T'(O(i)u At tg<a; <t

‘ i=1
|

ver deduccion long. arco de curva

n
Entonces J.CF(X; Y, Z) [Ms=|im Z Fé Xai); ¥ai); £q; )) [u *f(O(i)H At

* Propiedades

1.-SiF(xyz) =1 des = s (longitud del arco)

2.- Linealidad respecto del integrando:

JC[F(x;y; z) +G(x; y; z)]ds :JCF(x;y; z)ds+J¢G(x; y; z)ds

3.- Aditividad respecto de los arcos:

C

G,

F(x;y;z)ds =) F(x;y;z)ds + ). F(x;y;z)ds

JC:IDC2

» Interpretaciébn geométrica
Si FA-R conA O R?es tal queF(x;y) = 0 y C es una curva plana , la integral curvdingde el

area lateral de una superficie (una especie dedpaue tiene por curva directriz a C y por altara
F(xyy) .

F(xy)
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» Integral curvilinea de un campo vectorial

* Introduccion:

SiF es, por ejemplo , un campo eléctrico Ya expresion de la trayectoria de una particule-a
ces interesa calcular el trabajo que realiza epcasobre la particula mientras ésta describeda tra
yectoria dada por .

Sabemos que si el desplazamiento d es rectilinglccgmpo es constante, el trabajo es : F.d .

Si la trayectoria es curva, podemos considerartadda por una sucesion de desplazamientos rec-
tos infinitesimales. -~

t t+At

Si t varia en un intervalo pequefio de t @t Ha particula se mueve dét) ar(t+At), es decir :
Ar=r(t+At)-r(t), por el T. del valor medio, se puede aproximarrpg@t ) [At.

En tonces el trabajo realizado para irde) a r(t +At) es aproximadamente:

F(F(t)) OF ' ¢t).A .
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Si provocamos una particion regular en [a,b],abajo realizado p@r puede calcularse

n b
como: |im S F(X();y(t )z(t)) O (t) I = [F(x(1); y(t);z(t)) o' (t) it

n-oj=1

+ Definicién

SeaF:A - R%®conAOR3un campo escalar continuo y sed{A ,la curva asociada a
r:[ab] — R® /FOCtatrozosIr ( =(x { )y € )z t) . Llamamomtegral curvilinea

deF alolargo de C a: JCIE [dr :?ﬁ[x(t);y(t); z(t)] IF (t) dt

Notacion: Cuando la integral; se calcula sobreaumaa cerrada se suele indicar asi:
F [dr
e

« Calculo

FIx(t); y(1); 4 0] OF' (1) dt=F[x(t); y(0; A 910 %( ¥; Y( ¥ 2(p. dt=

fcﬁtdF=Jb(F1(x<t; y(0; 29 x(9+ R( X0 X% £)). y(1+ B k% ¢X ). &) di

a

ObservacionFinalmente se calcula la integral curvilinea deeampo escalar.

e Propiedad.

Sig=roh:[a;b] — Reslareparametrizacion dg a,b] — R3 correspondiente a
1

h:[a;; ,b1] - [a,b] , se cumple que}. F [dr = iJ F [dg segun la reparametrizacion conserve o no
r g
la orientacion.

e Integral curvilinea de un campo de gradientes
(Independencia de la trayectoria de una integnmadiléuea)

Teorema:

Consideremo$: A — R con AOR® / F [JC' y una curv& O C' a trozos, dada por
r:[ab] - R3.
Entonces, siIF es continuo, result&:ﬁF [of = F[F(b)] - F[F(a)]

C

Demostracion:

IiF[df=JbiFEr'(t)dt=(1)
C

a
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DefinimosG = F, r, entonces]F [F '(t) =G '(t) .

Reemplazando en (1) se tiene :

-[C OF.dr :TG '(t)dt =G(b)- G(a)= F[r(b)]-F[r(a)]

Entonces]

Si la curva es cerrada, la integral curvilineadeampo de gradientes que cumpla las hipotesis
mencionadas es cero.
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e Curva simple. Curva simple cerrada

Curva smple es la imagen de una funcién vectorial inyecfivga,b] - R3. En cada
curva simple se pueden distingdas orientacioned_a curva simple junto con su sentido
de orientacion se llanwurva simple orientada.

Si ademas (a) = f (b) la curva esimple cerradao curva cerradaseginf sea o no in-
yectiva. Las curvas cerradas también puede orgentar

Curva simple ce-
rrada Curva cerrada (no

» Campos conservativos

Un campo vectorial es conservativo si y solo sitegral curvilinea a lo largo dmial-
quier curva cerrada es cero.

* Funcion potencial

Un campo vectoriaF: A — R? con AO R/ "Xy :( Rxy @x y) es un campo de
gradientes si y solo si existe una funcion U(xjigmada funcion potencial, tal que :
F(xy) =0U(xy) ,obien: U =P(xiy) y U;=Q(Xy)..

Si |E(xy). di=0,0C= DU(x:y)/ E(x;y) =0U(X Y).
C

« Condicion necesaria para la existencia de la fungipotencial.

SiEA - R? conAD R/ KXY =( Rxy Qx y) es un campo de gradientes, sien-
do P(x;y), Q(x;y), R (x;y) y Qx (x;y) continuas en un conjunto plano abierto yeom,
entonces R'(x;y) = QX (x;y) en todo punto de dicho recinto.

En efecto: SF(x;y) = iU(x; y), entonces existe U(x;y) /

{UX *,y) = P(x,y)= Uiy =Py (x;y)
Uy (x,y) = Q)= Uy = Q% (Xy)

Por el Teorema de Schwarz, al existir y ser coasnuas derivadas segundas cruzadas
deben ser iguales .

Por lo tanto: yRXY)= Q'x (X;y)

Importante La condicidn es necesaria pamsuficiente.
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Veamos un ejemplo: Si un campo vectorial contirsideegradientes, su integral curvilii
nea a lo largo de cualquier curva cerrada es cero.

ConsideremosE(x; y) = > . X |
A% Lx2+y2’x2+y2J

componentes son o no iguales.

. Veamos si las derivadas cruzadas de la

-4

_—(x2+y?)+y2y X% +y?

_ (x2 +y2) - X2X —x2 +y2
y (X2 +y2)2 (x2+y2)2 = =

y Qyx (x2+y2)2 (x2+y2)2

Resulta: y &y)= Q'x (X;y)

Calculemos la integral curvilinea &ea lo largo de la curva imagen de la funcién vectd
rial 7(t) = (cost; sert).

Xx=cost ;dx=- sent 5
Reemplazamos pof: . Como sobre la curva X+ y =1, se
y=sent ; dy= cod

tiene:

- 2 2
&F.d‘r :Ioﬂ (seﬁt+co§tﬂt: Ioﬂdt: 2nz 0
C

Es decir: la integral curvilinea sobre una cus@ada no es nula y por lo tanto no es §in
campo conservativo, aunque se cumpla la igualdéabsdierivadas.

Observemos que las componentes y sus derivadaostinuas en R-{(0;0)} que es un
conjunto conexo pero No convexo.

La curva sobre la que se trabajo en el ejemplajesa al punto de discontinuidad men-
cionado. Si calculamos la integral sobre cualqeieva cerrada que deje afuera al punto
de discontinuidad, veremos que la integral es igéenente, nula. Por lo tanto diremos
que este campo no es conservativo enero si lo es en cualquier subconjunto simple-
mente conexo que no contenga al (0;0).

» Condicion necesaria y suficiente para que un cangaa conservativo

SiFA -~ R?conAD R/ RxyY=(R x ¥ @ x)) es tal que P(xy), Q(xy), P
(x;y) Yy Qx (x;y) son continuas en un conjunto plano abigonvexq entonces , la co

dicién necesaria y suficiente para dueea conservativo es quey &Xy) = Qx (X;y)
en todo punto de dicho recinto.

» Para campos escalares de mas variables
Se verifican condiciones similares:
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SiFEA - R"conAD R/ Rxy=( (X B(¥;-; K(N) es tal quei (X)

oF . . . :
y i coni,jl0{12...n} son continuas en un conjunto A abiertmgvexq entonces, |
i

. . - - . oF,  0F;
condicién necesaria y suficiente para §usea conservativo es qus—xz' = _axj en todo
i i

punto de dicho recinto.

Sin = 3, laigualdad de las derivadas cruzadawaqua queﬁ CF=0 (Selee: rotor de
F igual al vector nulo)

El rotor se calcula como un producto vectorial:

i j k
e ) (6F3_6F2_6F3_6F1_6F2_6F1j
“lox oy o0zl \dy 9z’ ax 9z’ ox dy
R R R

Para que el rotor sea nulo, deben ser nulas tas@simponentes.
Un campo vectorial definido de’Rn R es conservativo si y sélo si es irrotacional.&ien
rotor nulo).

» Célculo de la funcion potencial

Supongamos quEA - R? con AD R/ Rxy)=(R x ¥ @ x ) esuncampo de
gradientes. Interesa encontrar U(X;y) / :x €£P(x;y) vy Uy =Q(X;y).(*)

Uy (Xy)=P(xy) = U(xy) = J R x Yy dx+¢d(y (**), ya que al integrar respecto de X,
la constante de integracion es un niamero o unédiuigcie depende de solo dey.

Derivamos (**) respecto de y e igualamos con (*):

QU = 5 [Pcna] +4 (9 =0 (0= Qx5 TP

Resultap(y) = | [Q(x; y) —%U P(x y)dﬂdw c

Reemplazando en (**) se tiene:

Uxy) = PO y).dx+f[Q(x - Tes y)dﬂdw

Observacion: Para buscar la funcién potencial correspondiente eampo de Ren R, se pro-
cede de la misma forma pero debe integrarse toesvEn la primera integracion la constante es
funcion de dos variables, en la segunda, una forgué@ depende de una variable y en la tercera
es un namero.
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INTEGRALES DE SUPERFICIE

1.- Algunos conceptos previos

1.1.- Interpretacién geométrica de una transformaailineal de R en R

Consideremo$:R? - R®/ T(u;v) = (x(u;v);y(u;v);z(u;v)) una T.L. cuya matriz
asociada respecto de las bases canonicas es:

Como en una transformacion lineal las rectas pasake transforman en rectas paralelas,
el cuadrado de lado 1 eR? se transforma en el paralelogramo construido esobr

'|:(1,0) = (an;azl;asl) yf(O;l) = (alz;azz;a32)-

Esto significa quel area del cuadrado de lado 1 se transforma eméama del producto
vectorial entreT(3,0) y T(0;1).

1.2.- Superficies dadas paramétricamente.

1.2.1.- Definicion:
Una_superficie parametrizada@s una funciéng:D - R®con D OR?. La su-
perficieY. es el conjunto imagen=q¢(D)
alusv) = (x{uv)iy(uv)z(uv))
Si @O C", es decir sus componentes tienen derivadas fesrciantinuas, se dice qiiees
una superficie diferenciable o &

1.2.2.- Curvas coordenadas

Dada una superficie parametrizaﬁa;v), se llaman curvas coordenadas las que se
obtienen al mantener constante uno de los parametros .
Los vectores tangentes a las curvas coordenaddsssweectores derivados dg, es decir

- (ax_ay_azj ~, (ox dy oz

" Y UuTlgu’'du’ou

‘PV‘(av’av’avj

1.2.3.- Plano tangente

Consideremosina superficie dada pofp(u;v)tal que @',y @', son tales que su pro-
ducto vectorial no es el vector nulo (es decir, sun nulos ni paralelos), estos vectores
generan el plano tangente a la superficie ugéste contiene a todas las rectas tangen-
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tes a curvas sobre la superficie. Esto signifioa qun vector normal al plano tangente

es perpendicular a ambos. Resultay = Fp'u X (p'v
Resulta que la ecuacion del plano tangente a kerficip 2., imagen dép(u;v)en
Po(Xo;Y0;20) €s:

Una superficieX imagen de@A - R3con AD R? es regular si y sélo s clO
¢,09, #0,0(u;v)JA. Significa que tiene vector normal no nulo y domd en todos
sus puntos.

2.- Area de una superficie en’R

Consideremos una superfidie, imagen de una funciogD - R3 conD OR? que cum-
pla las siguientes condiciones:

a) g es C,

b) @ inyectiva erD, y

c) @', (uv)x@', (uv) 0 para todo (u;v)1 D , excepto en un numero finito de puntos.
(Equivale a pedir quE sea suave en D , excepto en un numero finito deopl

Interesa calcular el area e

v

Provocamos una particion regular &nhen rectangulos de aréaiAv;. Esta particion in-
duce, mediantg(u;v), una particién eft. en cuadrilateros curvilineoAY. ; , cuya area
puede aproximarse por un paralelogramo sobre Bbpglngente, trazado en un punto arbi-

trario R = Fp(ai;Bj) conuy <ot < U1, V<Pj<Viju
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Es decir que estamos considerando, en realida@nsformacion del rectangulo de

areaAu;Av; en un paralelogramo sobre el plano tangente @plericie. Esto equivale a
pensar en que se ha definido una transformaciéallojue a la base candnica en el plano
(u,v) le hace corresponder los vectores derivagdgsy @', deR3.

De acuerdo con la interpretacién geométrica dadlpa transformaciones linealesRfe
enR?, esto significa que al cuadrado de area 1 dabplai;v), le asigna un cuadrilatero de

érea|| (p'uxcﬁ'\,”.

Por lo tanto, al rectangulo de assaAyv; le asigna como imagen un paralelogramo de area
| ¢ux@ | duay;
, n m_ R
Resulta: areade=|im=x = H(p'u(ai;Bj)xcp'v (ai;Bj)H Au; . Av;
n — oo |:1J:1
m — o«

Por definicion de integral doble se tiene:

Areade 3 =] 6"y (u v <o, (u ] dud

Si X esta definida en forma explicita por z= F(xpgra todo (x;y)J A ,podemos pensar-
u=x
la como una superficie parametrizada en | gu_ey

Luego la superficie es laimagen del campo vedtor
@A - R3/gxy) =(x;y; F(x;y)), entonces
Area de} = HA H P'y (xy) Q'y (x;y)H dx.dy

siendo&)'x(x;y):(l;o;F'X(x;y)) y cb'y(x;y):(O;l;F'y(x;y))-
i k

o (xy) 2@y (xy) =1 0 FLay)= -Foay)i-F 'y (ay).]+K
0 1 Fy(xy)

“ o' (xy) x 9y (X:Y)H = \/1+ F2(y)+F 7 (xy) , de donde resulta:

Area de = ”A \/1+ FZ (xy)+ F'f, (xy) dx dy
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Formulas similares a ésta pueden obtenerse sree ti= x(y;z) 0y = y(x;z). En estos
casos el recinto de integracion se obtendra pragdotla superficie sobre los planos (y,z) 6
(x,z) respectivamente.

Por ultimo,Y. puede estar definida implicitamente por G @30. Si G (x;y;2)=0
define implicitamente a z = F(x;y) se tiene:

VY [ o2 |62+G62+c2 [|DG(xy;z)
e 2 ) e [

Pero teniendo en cuenta que el versor normal @perfcie esta dado por:

(1)

__ 06y, .
n= ﬂ y que las componentes de un versor son susads@ectores, resulta
| DG(xy;2) |

que (1) e —

cos(n,k) ‘

. dx.dy .,
Entoncep: Area de= ” W donde Ry es la proyeccion desobre el plano(x,y)

cogn
Dxy '

Si se desea proyectar sobre el plano( x,z) es:

p ax.dz
Area de}, = j —

— |donde Q, es la proyeccién dg sobre el plano(x,z)
Dy, coz{ﬁ ,J)

Si se desea proyectar sobre el plano(y,z) es:

J‘ dy.dz

Area deX’ = m

donde [, es la proyeccion dg sobre el plano(y,z)
D
yz

ObservaciénTodas las férmulas son validas para superfiggalares a trozos, es decir
superficie que son imagenes de campos vectorialestivos pertenecientes aC
,definidos de una unién de recintos simples terRR . Estos campos constituyen una
parametrizacion de la superficie. Debe cumplirse & menos,respecto de una de esas
parametrizaciones, el vector normal resulte no aaltodo sus puntos excepto, a lo sumo,
en un conjunto de medida nula.
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3.- Integral de superficie de un campo escalar

Consideremos un campo escalar F-AR® continuo, y una superficie parametriz&timclui-
da en A, regular a trozos, imagen(pﬁe;v)=(x(u;v);y(u;v);z(u;v)), definida en un conjuni
O R

Ya vimos que una particion regular deprovoca una particion €n. En cada uno de los cua-
drilateros curvilineod; , elegimos un punto arbitrarigq B (x( ij;B5); y(a ij;Bi);z(@ i;Bi)) Y
calculamos F(P

n m
Definicion: ”ZF(XJYJZ)-dUZ”mZZF(Pij)-AGij
n—>°°|:1]:1
m - o

siendoAo; el area del cuadrilatero curvilineo que se cpoede con el rectangulo de area
Aulv; y o la diferencial de area sobYe

En consecuencia, el célculo se hace de manerasianih planteada para calcular areas én R

, Y la forma a utilizar dependera de cémo se dééirseiperficie y sobre qué plano se la proyec-
ta. Como se reduce a una integral doble, una dealébles debera expresarse en funcion de
las otras dos, de acuerdo con la superficie salyeé se integra.

4.- Integral de superficie de un campo vectorial.

4.1.-Superficie orientada

4.1.1.- Superficies abiertas

Una superficie abierta orientada es una supexdmiedos caras : una sera exterior o positiva y
la otra interior o negativa. Los versores normakxciados a ambas son opuestos.

v
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Hablar de dos caras , supone la existencia defgtipgm@biertas de una sola cara. En efec-
to, un ejemplo de tales superficies es la conamiao cinta de Moebius. Esta cinta puede
recorrerse totalmente sin atravesar ningun borde

4.1.2. Superficies cerradas

Se considera cara positiva a la exterior. En gérelraersor asociado se reconoce por el angu-
lo que forma con alguno de los planos coordenados.

4.2 Flujo de un campo vectorial a través de una stffrie.

Consideremos un campo vectorial contiffud — R%, conAOR? y una superficig , in-
cluida en A, simple, regular a trozos, orientable.

Se llamaflujo de Fatravés de¥ ala integral de superficie de la componentelfdeormal a
la superficie.
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4.2 Flujo de un campo vectorial a través de una stffcie.

Consideremos un campo vectorial contifud — R, conAOR? y una superficig, ,
incluida en A, simple, regular a trozos, orientable

Se llamaflujo de Fatravés de¥ ala integral de superficie de la componentelfde
normal a la superficie.

TEOREMA DE GAUSS- GREEN

SiFA - R?con AO R I R x Y =(P(x;y); Q(X;y)) es un campo vectorial continuo, lo

P 0
mismo queﬂ yd—g sobre un recinto R1 A ,simple limitado por unaurva regular

cerradal’ simple, asociada®[a,b] — R?orientada en sentido antihorario , resulta :

0Q OJP

Jo. (POxy) e+ Qx y ay =HR(6—X—6—YJ dx dy

Demostracion:

Sea R un recinto limitado por una curva cerradismmple tal que una paralela a
uno de los ejes no la corte en mas de dos puntos.

La curva puede pensarse como unién de dos arcos:

al N al N
(¢’ = ABC O CDA (respecto de x) , o biedi = DABO BCD(respecto de y)

Las ecuaciones de estos arcos son:

y V'S yZ(X) D

n
ABC y=y;(x)

a<x<ec
(Tomando x como A C
parametro)

N
CDA  y=y,(x)

yi(X)
c=2X 2a

b, 4
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Si se toma y como parametro es:

y -
n d D
DAB x=xi(y)
d=zy=b
X
X,(y) Cz(Y)
n
BCD x=x;(y) b -
b < y < d )

Para demostrarlo, partiremos del segundo miembla wsis
JQ_JP _[[2R IP e
(920 oy =115 2 aeoy- 1157 aeor-

_ [ L) ywd P _
_J;d ))((())/o"x I J-()o"y

= [T, ) ~ QX (i T oy = JTROX Y.(9) = Rx YO0 o=

=[P a o dv+ [ aoxuivy ay+ [ Poc Y, 00 ax+ [ Py, 003 ok =

=) _Quiyydy+] Quayydy+ ] Pocy)ax+]  P(xy) dx=

=4 P(xy) dx+9.Q0xy) dy=| [P(x y) dx+ Q(x y) dy]

OBSERVACION: Si el recinto no cumple con la conditde que cualquier paralela a
los ejes corta a su contorno sélo en dos purggs,isde descomponer en un namero
finito de recintos que cumplan la mencionada caadig aplicar el teorema de Gauss-
Green en cada uno de ellos. y sumar los resul{zatogles.

Calculo de areas planas mediante integrales cuneias

Por el Teorema de Gauss-Green si R es un recmii@tlo por una curva regular

cerradadC y bajo ciertas hipétesis de continuidad se cumpée g

I (ﬂ—ﬂ—j dx dy = § (P(x y)dx + Q0 y)cly)
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iQ 4P

Pero :ﬂ - o"_y =1= ”Rdx dy = area de R ; por lo tanto cualquier par de

J JP
funciones P(x;y) y Q(X;y) que verifiqueﬁ - o”_y =1, permitiran calcular el area de
R cond (P(x; y)dx + Q(x; y)dy)

Por ejemplo: ,
.- SiP(x;y)=0 y Q(X)y) =X, resulteea de R :§Cx dy

- SiPXy)=-y y Q(xy) =0, resultaea de R :§C—y dx
[1l.- Sumando miembro a miembro las dos expresi@amgsriores se obtiene:

2 reade R =§>Cx dy - &Cy dx de donde:

‘ 1 \
areade R :§§C(x dy — y dx)
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Operador vectorial nabla

- - . i a —
Funciona como un vector. Se define mediate = —XI + -]+ 32k

Un vector puede multiplicarse por un escalar, iplidarse escalarmente por otro
vector o multiplicarse vectorialmente por otro wect
Por lo tanto, el operador nabla puede:

a) aplicarse a un campo escalar (gradiente)

El resultado es un campo vectorial.

b) Multiplicarse escalarmente por un campo vedt@iigergencia)

0F, O0F, O0F;
6x+6y+az

OF(x;y;2) =

El resultado es un campo escalar

c) multiplicarse vectorialmente por un campo veatdrotor)
i

i k
N i_fﬁ_fﬂ}_(a%_aﬁ)v (an_aFljv
OxFlxyd=3. 3y 3 ‘(ay oz ) "Uax "oz ) tUax Ty K

FR R R

El resultado es un campo vectorial

|.-Divergencia de un campo vectorial

|.1.-Definicion:

Si F(x;y;2) = R(Xy;2) 1 + RB(X;y;2) | + F(X;y;z) k.es un campo vectorial con derivadas
parciales finitas, definido de A &7, con AQ R®, se llamalivergencia de Fen un punto £
de su dominio a:
0F, O0F, O0F;

+ +
0x ay 0z

O.F(x;y;z) =
l.2-I nterpretacion fisica:

Consideremos un campo vectorial= &V en el gued representa la densidad de un
fluido y V su velocidad.. Entonces el campo expresa la nedhidio por unidad de area y
de tiempo.
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Tomemos, en el dominio Be un prisma recto rectangulo con vértice gixd/o,z0) Y
aristas Ax, Ay, yAz. Si F es continuo y las caras del prisma suficientemgeteefias, se
puede pensdr constantze sobre cada cara.

c G
B
Az
> D — 5
P | H
JAVY

En la direccidon y sentido dela diferencia entre la masa de fluido que satdgpcara
EFGH y la que entra pogBCD es:

AyzBxAz=[B( % ¥ +Ayg) - B & o 2l A z

Si dividimos por el volumen del prismaxAyAz , y tomamos limite paradX;Ay;Az)
tendiendo a (0;0;0), obtendremos, puntualmelateyariacion de masa por unidad de
tiempo y de volumen.en la direccion y sentido gle

Im =
(Ax;Ay;Az)- (0;0;0 AX-AyAZ ay 'fb
Pero, si hacemos el mismo razonamiento en la diregcsentido dey dek, tenemos que:

“ OF
OF 1p,= ¢

(o]

0F,
oy

0F;
0z

I, * Ie,* Ie,

midela variacion total de masa de fluido en,Bor unidad de tiempo y volumen.

SidivF >0, en Phay unafuente o un_manantigldonde se genera fluido ; en cambio, si
divF <0, en Phay unpozo o un sumiderdonde se pierde fluido.

[.3.- Teorema de la divergencia (Gauss -Ostrogradisky

[.3.1.- Enunciado

Consideremos un campo vectorial A — R3/ A O R, con derivadas parciales
continuas en un sélido simple V, proyectable sddsetres planos coordenados y limitado
por una superficie cerrada orientaBleque admita en todos sus puntos versor normal que
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varie con continuidad, entonces el flujofda través deX’, en la direccién y sentido del

versor normal exterior, es igual a la integral dixmen de la divergencia deesobre V .

%Jlf.ﬁdo =]l 8 . Fav

[.3.2.-Interpretacion fisica:

De acuerdo con las interpretaciones dadas pacayfldivergencia, podemos observar
que el primer miembro representa la diferencieee®drflujo que atraviesa, y el que entra
por 21 que, obviamente debe coincidir con la variaciomdesa de fluido por unidad de
tiempo, que se produce en V y que esta dado pegehdo miembro de la tesis.

Z s
22

Il.-Rotor de un campo vectorial

li.1.-Definicion:

Si F(x;y;z) = R(Xy;2) 1+ R(Xy;2) | + R(Xy;z) k.es un campo vectorial con
derivadas parciales finitas, definido de AR, con AOR?, se llamaotor de F en un punto
P, de su dominio &l x F (Py)

Es decir:

i J k
N i_fﬁ_fﬂ}_(a%_aﬁ)v (an_aFljv
OxFlxyd=3. 3y 3 ‘(ay oz ) "Uax "oz ) tUax Tay K

FR R R

II. 2.- Interpretacion fisica:

El rotor de un campo se vincula con el movimietorotacion que produce. En
efecto, si consideramos un cuerpo rigido que girdoeno a un eje, el movimiento se
describe mediante el vectar (velocidad angular) que tiene la direccion deldgeotacion y
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verifica que, para todo punto P del cuerpo ques r x v donder es el vector posicion

de P w el vector velocidad tangencial.

A

——

Por propiedad del producto vectorial, resultaw x r
Si consideramos que el cuerpo gira en torno a,e3e
w=wk ;r=xi+yj+zk, porlo tanto:

-

i ]k
v=0 0 = —Wyi + WX ]
Xy
Resulta
i ik
ﬁxvzaix % §:(W+W)R:2WT<
-wy +wx O

Es decir, que en la rotacién de un cuerpo rigiloptor del campo de velocidades
tangenciales es el doble del vector velocidad angul

Cuando el rotor de un campo es nulo , significargquproduce rotaciones, etacional.
Ya demostramos que los campos de gradientes stercionales.

I1.3.- Teorema del rotor ( 0 de Stokes)

Sea un campo vectoriaF: A — R®, con AOR®, con derivadas parciales
continuas, y se&. una superficie abierta orientable, imagen de umpca vectorial
$:B — A con derivadas parciales continuas y no simultaeates nulas, limitada por una
curva regular cerrada, entonces la circulacion de a lo largo deC en sentido antihorario,

es igual al flujo del rotor dé& a través de&. considerando las normales apuntando hacia
fuera.

Consecuencia: Consideremos un campo vectorial
continuo y dos superficies abiertas, oriergapl
regulares, incluidas en su dominio, limitadas p&
misma curva regular cerrad€. De acuerdo con
Teorema del rotor, el flujo del rotor a través
cualquiera de las dos superficies , en el sentelta
normal exterior ,es el mismo, ya que en ambasos ¢

flujo es igual a la circulacion
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ECUACIONES DIFERENCIALES

|.- Definicion:

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que esthina relacion entre las variables
independientes, una funcion y sus derivadas.

Si la funcion buscada depende de una variabled€ldpo y = f(X) ), la ecuacion se llama
ordinaria. Si la derivada de mayor orden que aparece eglda'm” , se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria de orden n

En simbolos: F(x;y;y:y"...§)=0

Si la funcion buscada depende de mas variablediasa ecuacion diferencial a

derivadas parciales
., . . 622 622
(Ecuacion a derivadas parciales deozden)por ejemplo:a—2+ F: 0
X y

Si la ecuacion diferencial se escribe como un poilio respecto de las derivadas,

llamamosgrado de la ecuacién diferencial, al mayor exponenteajeeta a la derivada
que da el orden a la ecuacion.

Ejemplo: (y")2-(y")?.x = X (ecuacion diferencial ordinaria d& 8rden ,% grado.

En cambio2Y +y"=0 no tiene grado
Il.- Soluciones de una ecuacion diferencial:

Toda funcion y = f(x) que reemplazada en la ecudi€erencial, la transforma en una
identidad, es solucion de la ecuacion diferencial.

Ejemplo:y'=y (1);
f(x)=€" la verifica, por lo tanto f(x)Zees solucion de (1), pero también la verifica #x)
2¢€..

En general: f(x)= Cesatisface la ecuacion (1).

La familia de curvas y = C.es lasolucion generalde (1). (Abreviaremos S.G.)

Se llama S.G de una ecuacion diferencial ordindeaprimer orden a la familia ge
funciones f(x;C), que depende de una constant&raarhi C parametro) y satisface |
siguientes condiciones:

a) Para todo C, se satisface la ecuacion difelencia
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b) Si se da una condicion inicial , es decir untpyor el que se pretende pase la cjirva
solucion (por ejemplo, Y= Yo), se puede hallar C =@y =f(x; Cy) verifica la ecuacié
diferencial y la condicion inicial.

La solucion y =f(x; G) es unasolucion particular (S.P) de la ecuacion diferencial
planteada.

Si la ecuacion diferencial es de orden "n", lasugohes generales dependen de n
parametros, que son constantes arbitrarias, indegrges; es decir, no pueden reducirse.

» Solucion particulares aquella que se deduce de la general deterroiearélor de él
o los parametros; sujetas a ciertas condicioneiglies, previamente establecidas.

» A veces existen soluciones que verifican la ecumaditgrencial , pero no pertenecen a
la SG, de la misma, se llamsoluciones singulare¢SS)

Ejemplo:
y=xy"- . Pararesolverla podemos hacery =u (1) ;

se tiene y = x. U -A(*); entonces : y'=u + U'.x - 2u. U' (2)
lgualando (1) y (2):u=u+u (x-2& U (X-2u)=0 u=0vx=2u
uU=0=u=C = reemplazandoen (*: y=C.x2C SG

U=x2= y=xX/2-Xl4 = y=xX/4 S.S

I1l.- Obtencion de la ecuacion diferencial de unamilia de curvas:

Dada la ecuacidfinita una flia. de curvas dependiente de uno o0 mas p#@sninteresa
encontrar su ecuacion diferencial. Para ello sévaldantas veces como parametros
aparezcan y se opera hasta eliminarlos de la é&pres

Por ejemplo:
a)Hallar la ecuacion diferencial de la flia. detascque pasan por el origen; la ecuaq
finita es

on

y =mXx (donde m es el pard@o)e
Derivamos ambos miembros: "=yn.
Reemplazando se obtiene la
ecuacion diferencial del haz de rectas: y =y'x
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IV. Métodos de resolucion de ecuaciones diferenesatle primer orden:

IV.1- Variables separables
Es el mas sencillo; sirve para resolver ecuacidifegenciales que pueden llevarse a la
forma:

f1(x). cu(y) dx + H(X). g(y) dy=0

f1(x).q(y). dx=-6() o } dy= :;(();)) dx=- zi((://)) dy=] :;(())(()) dx= —IZi—((;/))dy

Ejemplo::y' =

= = (v 1)y = (x+ )X :>f(y4 +1)dy=J'(x+1)dx:>
y'+1

5 2

y +y:x2 + x+ C|IS.G.

5

IV.2.- Ecuaciones diferenciales homogéneas

IV.2.1) Funcion homogénea de grado

F: A~ R con AJ R? es homogénea de grado "n" si y sélast & R : F(txty)=t"
F(x;y).

Ejemplos: i) F(x;y) = X+ Xy es homogénea de grado 3 ya que

F(t x;t y)=CxC + EoC.ty= £03 + £ y= £.03+ X2y)= E.F(Xy)

ii) F(x;y)= € es homogénea de grado 0 pues

Ftxty) = e™=e¥=£ F(xy)

IV.2.2.- Propiedad:

Las funciones homogéneas de grado O pueden eserdvirfuncion de y/x.

En efecto: F(x;y) homogénea de grado8 F(tx;ty) = F(x;y), Ot
Sit=1/x, se tiene(l%.x;%.yj = F(x;y)

G(y/x) =F(xy)
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IV.2.3.- Ecuacion diferencial ordinaria de primer orden hagénea
Se llama asi a aquella ecuacion diferencial qedgescribirse como:

y' = F(x;y) siendo F(x;y) homogéneaydado 0
Por la propiedad anterior: y'(;{%](*)

Se transforma en una ecuacibn a variables sepsrableediante la
sustituciénz=%: y=zx= y=27Z % z

Reemplazando en (*) : z'. x + z = G(&)

dz dz dz dx
&D(+ z= G(Z:)&D(—G(Z)— Z:)J- G(2) - Z_J-7

dz
G(2)-z

dz
Resulta: In x| = | = x = €op S.G

NOTA: G(z) - z = 0 puede dar lugar a soluciones simgsla

Ejemplo: y ' xy = X* + 2 y*

X2+ Y Xy _ o ,
y'= x—y = y'= §+; Haciendo la sustituciony = z.x , y reemplaiay se
tiene:

1 1 dz 1
Z'X+ 22 -+Z2 7' X=E - - X= = =74z :d—x.:>J'z.dz - (9%
Z z  dx Z X X
2
Resulta%z2 =InCx . Reemplazandezx.{—2 =InCX =|y? =2x% In Cx|S.G
X

IV.3.-Ecuaciones diferenciales lineales
Responden a la forma: y' + P(X).y =Q(X) (*)

Si Q(x) = 0 se lleva a variables separables:
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U'+PX).u=0 ()

% = -P(x). u= % = -P(x). dx= f% = -J P(x) dx

= |n|u| = —I P(X) dx= u= éj P(x) dx

Para resolver (*) se utiliza la denominada sustitude Lagrange que consiste en hacer
y = u. v dondeu es_unasolucion particular de (**)

y=uv= y=u.v+u.Vv
En(*):u.v+u.v+P(X).u.v =Q(x)
uv'+vju+PXx).u =Q()

- P(x) dx

Siu=¢e€ , la expresion entre corchetes es 0 y resulta:

e | P(x)dx.d_v

4 = Q) = dv = [Q)ePW dx + C

Entonces: y=uv= y= e_j F’(X)O'XUQ(X).e[P(X)O'X. dx+ (}

Ejemplo: y'+ 2y = 4x

Buscamos u/u+2u =96

U =- 2u:>d—u:—2u Dd_u:—zldx: d—uz-ZjdX = Inju| = -2x
dx u u

—>u=e

Hacemos la sustituciory = u. v con u = e 2%

y=uv+uv' , entoncesuv+uv'’ +2uv=4x

uv +u(Vv+2v)=4x

I
0
e~2X g_v =4x =V = j4xe2xdx —v= (2x -1).e?* +C
X
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Resultay = e2*[(2x -1).e?* +C] =}

y =C.e 2¥+ 2x-1
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IV.4.- Ecuaciones diferenciales totales exactas
Son del tipo :

P(x;y)dx + Q(x;y)dy=0 (1)

siendo el primer miembro una expresion tal queusslg asegurar la existencia de una
funcion U(x;y)/dU(x;y)=P(x;y) dx + Q(x;y)dy ( U(x)yes la funcién potencial)

(Para reconocerlas recordar la condicion necegasiaficiente para que un campo de
vectorial sea de gradientes.)

Se busca, con el procedimiento habitual, la funpidgtencial y se reemplaza en el primer
miembro:

du(x;y) =0=U(x;y) =C S.G de (1)

IMPORTANTE : La funcidn potencial es un campo escalar de dashles y lo que se
busca es una flia. de funciones escalares de uiadlea, que son las curvas de nivel de la
funcion potencialEs un gravisimo error de concepto dar como solucidgeneral de (1)

U(x:y).

Ejemplo:
(cosy +y. cos x).dx = (x.seny - sen x) dy ,quede escribirse:

I(cos y + Y. COS |X)'df( + (sen x - x.sen y)dy=0

P(x;y) Q(x;y)

Es una ecuacion diferencial total exacta, ya que=PQj, siendo todas las funciongs
involucradas , continuas al igual que sus derivadas

En efecto: R'=-seny+cosx ;Q=cosx-seny

Buscamos la funcion potencial U(x;y)k&' cosy +y . cos x
W=senx-x.seny (*)

U(x;y)= Igu.dx =[ cosy +y cosx)dx
X
Resulta:U(x;y) = xcosy + ysenx + ¢(y)

Derivando respecto de "y" e igualando con (*),eseet
—-xseny +senx +¢'(y) =senx —xseny = ¢'(y) =0= ¢(y) =C

120
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Luego es: U(x;y) = xcosy + ysenx + C=la S.G. de la ec. dif
eslxcosy+ysenx+c=0|

V.5.—-Ecuaciones que se reducen a diferenciales totalesctas

Consideremos una ecuacion del tipo:
P(x;y) dx + Q(x;y) dy =0

queno sea diferencial total exacta, es decir #'Qy.

Como si multiplicamos ambos miembros de una igdaldar una misma expresion
obtenemos otra igualdad, buscaremodaator integrante que llamaremosi(x;y), que
transforme el primer miembro de la ecuacion enaxpaesion diferencial total exacta.

Es decir, queremos encontggk;y)/ (*) H(X;y) P(x;y) dx +Hu(x;y).Q(x;y) dy = 0 sea
ecuacion diferencial total exacta.

(KOS Y)P(XY)) _ O(K(XY)- QX Y))
oy ox

0P Y) _ du(Xy) Q(x y)

dy  0x

ou(x y)
oy

PO y) + (X Y) QMG Y) + MK Y)—

Ha quedado expresada una ecuacion diferenciaivaadas parciales; es decir, con lo que
sabemos so6lo podremos resolverlp eb funcion de una sola variable, o sea si ep{sie
o U(Y) que transforme la ecuacion dada en diferetmial exacta.

Veamos bajo que condiciones exis(®):

Silh =p(x)
oP(X; d
W3 = .0y + e D9, [Py-Qu] = e ey)
dp. P' Qx
SWT g *

Q'
s6lo depende de x, entonces

y
Q

Podremos encontrg (x) solo si

121
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oP(xy)  0Q(xy)
ay 0x

Q(X;y)

d
Integrando ambos miembros resu[h# = | .dx

PQx

= Iny| = f( QQ — " Ndx = p= e[

Si esto se verifica, se reemplazan (*) por una de las soluciones obtenidas ySgciee
la ecuacién como ecuacion diferencial total exacta.

En caso de no existin(x), se puede razonar de la misma forma para existep(y). En
este caso, obtendremos que para que g tadebe cumplirse que:

ou(y).-P(xy) _ 9Q : . =P
|_P'

au_QuPy o

H P Debe ser funcién de “y”

En este caso el factor integrapfyg) se obtiene resolviendo
0Q(;y)  IP(xy)
du 0X ay
== =] d
H PO Y) Y

y es:

Q'X_P'y
= °
De la misma forma que en el caso anterior, se regmpen (Y4 por la expresion

obtenida y se resuelve como una ecuacion difelgotih exacta.

V.- Interpretacion geométrica de las ecuacionesetié@nciales ordinarias de primer
orden.

Un ejemplo:

Consideremos la ecuacion diferencial y'= 2x. Swsiéh general es : y Zx C. Para
cada punto del plano la ecuacion diferencia defineampo vectorial = (1;2x) que es
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tangente a la curva de la familia que pasa popest. Las curvas 2x = k unen los
puntos de las distintas curvas de la S.G. que adrtangentes paralelas.

campo de direcciones

\ isoclina

t define uncampo de direccionesangente a las curvas que constituyen la solucién

general de la ecuacion diferencial.
Isoclinas (igual inclinacion): son curvas que unen los pueto$os que las distintas
curvas de la S.G. tienen tangentes paralelas.

En general:
Dada la ecuacion y'= f(x;y), el campo vectoriak (1;f(x;y)) define uncampo de
direccionesque es tangente, en cada punto, a una curvali€la

Las curvas f(x;y)= k son lasoclinas, es decir las curvas que unen los puntos en lo
gue el campo tiene la misma direccion.

\"Z

Otro ejemplo:

123
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y>+Xy=0 =
2 2
d d d
y‘:—y_2 _y:—y_2 _g:—d_)z(jj._)zl:-'-—d_)z(j—lzl+c
X dx X y X y X y X
1 _1+Cx —X
-—= = SG
y X el 1+Cx( )

2
El campo de direcciones esta dado pok [1;—y—2J
X

2
Las isoclinas responden a ecuaciones del '&p%z— =cte = y?-kx? =0
X

X

isoclina

Algunas
curvas
dela S.G

VI.-Trayectorias ortogonales

1.- Una curva es ortogonal a otra si y solo soléacy en el punto de interseccion las rectas
tangentes son perpendiculares. Ejemplo: La diecenciaC es ortogonal a la recta r
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2.- Una curva es trayectoria ortogonal a unadkacurvas si y solo si es ortogonal a todas
las curva de la flia .

Ejemplo: La circunferencia es ortogonal a la flia de rectas que pasan pogrsioc

3. - Unafamilia de curvas constituyen las trayectariémsgonales de otra si y solo si cada curva
de la primera es ortogonal a cada curva de la gegun

Ejemplo: El conjunto de circunferencias con cefilres la familia dérayectorias ortogonales
del conjunto de rectas que pasan por su centro

Para hallar la ecuacion finita de la flia. de tractorias ortogonales:

a)Si se conoce la ecuacion finita de una familiawheas, por derivacion puede eliminarse
el parametro y obtener la ecuacion diferencialc@uacteriza a la familia dada. F(x;y;y) =0

125
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En el ejemplo: La ecuacion del haz de rectas esiy.=

Derivando, se obtiene: y'=m; es deciry = y'.X
b) Como el producto de las pendientes de dasmsguerpendiculares es igual a -1, para
hallar la ecuacion diferencial de la familia tchyectorias ortogonales, en la ecuacion
diferencial obtenida en a), se reemplaza y' pgf.-

F(x'y-1/y)=0
En el ejemplo: y=(-1/y). x

c¢) Finalmente, para hallar la ecuacion finita diatailia. de trayectorias ortogonales hay que
resolver la ecuacion planteada en b)

yz 2
y=CUy)x=yy=-x = ydy=-x.dx= 5-=-7-+C
y? +x2 =2C

Trayectorias ortogonales en coordenadas polares

Si una curva esta dada en coordenadas polaresip@xpresion del tipp:= p, (¢) ,
puede pensarse como el conjunto imagen de unafumectorial

X, (9) = (py (9). cos ¢; p; (9). sen )
Su vector tangente es, por lo tanto, su vectovaeo:

Xy (0) = (P} (9). cos ¢ - p, (0). sen ¢; p (¢). sen ¢ +p, (). cos ¢)

Si una curvap = p, (¢) es ortogonal a la definida pgr = p, (¢), seraimagen de una
funcién vectorialx, (¢) = (0, (9). cos ¢; p, (). sen ¢), cuyo vector tangente sera
también su vector derivado:

X () = (0, (9). cos ¢ - p, (). sen ¢; p), (). sen ¢ +p, (¢). cos ¢)

En el punto donde se cortan ortogonalmente delbenglase:p, (¢) = p,(¢) (porque
se cortan) y

X', (0).X % (¢) =0 ( por ser perpendiculares).

Py (0.9, (9) cos® ¢ +p21(0). sen? ¢ - Py (P)P;(yeesdsend - p ! osdsend +
+p (0)p, (9). sen? ¢ +PrtdIprteIcosdsend +p,; (¢)p! en¢ +p21(9).cos?® ¢ =0

0y (0).05 (9)|cos® ¢ +sen? ¢|+p,2(¢).[cos? ¢ +sen? o] =0

1
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Entonces, si indicamos cgma la funcion conocida y cop; a su perpendicular, se
2

debe cumplir:p, p' +p? $0 = p) = _r

Lineas de campo vy equipotenciales para campos congxivos

Dado un campo vectorial conservati#gx; y) = (P(x; y); Q(X; y)) es posible hallar

una funcién U(x;y) ( funcién potencial ¥(x; y) = OU(X; y).

Por otra parte, un campo vectorial puede definicampo de direcciones , es decir
puede definir el conjunto de vectores tangentesaflia. de curvas que se llaman
lineas de campo.

Las lineasequipotencialesson las curvas de nivel de la funcién potenciam@ el
gradiente es perpendicular a las curvas de niyenyeste caso, es tangente a las lineas
de campo, resulta que las lineas de campo soralagstorias ortogonales de las curvas
equipotenciales.

127
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Ecuaciones diferenciales de segundo orden

|.- Funciones L.I

Un conjunto de n funciones ), y2(x),...,}a(X)} eslinealmente independiente

( L.I) en un intervalo ( a, b) si y solo si pawalquier x perteneciente al intervalo se
cumple que la Gnica combinacioén lineal de las rcifumes que da la funcién nula es la
que tiene todos los coeficientes iguales a cero.

En simbolos:

{yl(x); y2( )3 m(x)} es Ll OxO [ al]x[é]ll p[yi(x) =0=>¢q =0,para i {1,2,...n}}

I.-Wronskiano

Wronskiano de un conjunto de n funcionegXy, y»(X),..., \u(X)}, derivables hasta el
orden (n-1) , es el determinante de la matriz falengor las funciones y sus (n -1) pri-
meras derivadas

Y1 Y W
Vi Yo' Yo'
Wz df) = | 7 S
VAR A Y
Ill.- Teorema

Si el wronskiano de n funciones es no nulo para togerteneciente al intervalo (a,b)
entonces las n funciones son L.l en ( a,b).

En efecto:
Planteemos una combinacion lineal nula de las nidmes. Debemos probar que los
coeficientes de tal combinacion solo pueden ser “0”

Para hallar los n coeficientes debemos formarterss de n ecuaciones con n incogni-
tas.Para ello derivamos la combinacion lineal (mebes:

[Ciy1 +Cyo +..4Gyn =0
%| Cy1+Qy+.+Gyn=0

[ Gy ™+ Gy "D+ 4Gy =0



129
Este, para cada valor de x ,es un sistema linBahygéneo respecto de las incég-
nitas G, G,,...,G.
El determinante de los coeficientes es, para calta de x, el wronskiano de las n fun-
ciones, que por hipoétesis es distinto de cerold’tamto el sistema tiene solucion Unica
gue es la trivial. Es decir, log €on nulos, para cualquier i, y las funciones tasui-
nealmente independientes.
IV.-Ecuaciones diferenciales lineales de segundalen.
Responden a la forma:

a(X).y" + a(x). Yy + &(x).y = Q(x) con gx) continuas.
Si los a son constantes, la ec. se llag@iacion diferencial de segundo orden lineal
con coeficientes constantesi Q(x) = 0, se dice que é®mogéneao con segundo
miembro nulo o reducida.
IV.1.-Propiedad
Siyi(X) e yp(X) son S.P. dey” + a1y’ + a.y =0
entonces cualquier combinacién lineal de ellas t@més solucién.
En efecto: Sea y =& +Cyy, resulta

y1: @11 +C2y12

y'=¢/"1+Cy", , reemplazando en la ec. dif. se tiene:

20.(Cly"1 +Cy"2) + a.( Cy'1 +Cy )+ ap.( Ciy: +Coy2)=

=Cr.(@.Y"1+ a.y' 1+ &.y1) + C2.(8.Y"2+ 8.y o+ &.y2)=0

0 puesyes S.P 0 pueseg S.P

Luego y = Gy: +Cyy, es solucién de la ecuacion diferencial

Ademas si ye y son S.P.L.I de la ecuacion diferenciglya a;.y'+ a.y = 0, cual-
quier otra solucion se puede escribir como comindmeal de ellas.

En efecto:

Seanye ydos S.P L.Ide @'+ a1.y'+ a.y = 0 y sea “y” otra S.P. cualquiera que sa-
tisface las condiciones
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{ y(%) = Y% Se quieren determinar los coeficientes de una awalkin lineal
Y'(%) = Yo que permita expresar y en funcién de y..

Se quiere que: oy =C1 Y1(Xo) * G- Y2(Xo)
Y =€ Y 1(Xo)+ Ca. Y'2(Xo)

Es un sistema lineal homogéneo con solucién Urdagug el determinante de los coefi-
cientes es distinto de cero por ser el wronskiandas funciones L.I.

Por lo tanto la S.G. de la ecuacion diferencialségundo orden lineal reducida , se
obtiene como combinacién lineal de dos S.P deisanm

V.-Para encontrar S.P. de la ecuacion diferencia# segundo orden, lineal, con co-
eficientes constantes y segundo miembro nulo

Proponemos una solucién de la forma y* e

Veremos que valor debe tomar “r’para que y seacgmiule la ecuacion diferencial

&Yy +ta.y +ay=0
Obtenemos y'e y” y reemplazamos en la ecuaciomatifaal

y=re* ;y=r. &
Debe ser, sacandd*ae factor comin:  "€.(a.r* + a.r + ) = 0.

Como el primer factor no puede ser cero, debe dusepl
8.’ + a.r + -0 (Ecuacion caracteristich

Al resolver esta ecuacion pueden presentarse tdistiituaciones:
a) Que tenga raices reales y distintas Y I2)
En este caso obtenemos dos SR g,%; y,=€,

Debemos probar que son L.I.Para ello hallamos saskiano:
erlx ézx
n.e™ r,.e?”

pues los primeros factores son exponenciales y
el tercero no puede ser cero por ser la diferencia
entre dos numeros distintos.

=% - ) 20,

Como las S.P. halladas son L.I., la S.G. g4 & a..y + .y =0, es:

nX > X

y=gle +6LE
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b) Que tenga raices complejas conjugadas
rn=a+by; s=a-bi
En este caso es valido lo planteado para el antpero recurrimos a la formula de la

exponencial compleja para trabajar con funcionesdable real.
Recordamos que:

|e‘¢=cos1)+i. semp I

LaS.G.esy=gq [+ [g2”
y=g Ga(a+bl) 4G ma(a-bb X_ élx( ¢ 08 ¥+ 9D—ebix):
= e % [c1.(cos bx + isen bx) +x(cos(-bx) + isen(-bx))]=

n X

= ™ [(c1+ c)cos bx + i.(g-C,) senbkteniendo en cuenta que
cos(-bx)=cosbx ; sen(-bx) = - senbx

y llamamos: A =ci+Cc, Yy A, =C1-C»

Luego para el caso en que las raices de la ecucaniaateristica son complejas conju-
gadas, la S.G. es

|y =e * (A, cosbx + A senbx) I

c) Que tenga raices reales e iguales

Sir =1, una S.P esy e'y*. Probaremos que,y x .€,* tambien es S.P . y que ade-
mas, asi definidas ¥ y» son L.I.

Y2 = X. élx = Y= é]_x + 1 X er]_X = er]_X. (1 + I'l.X),
Y’ o= rl.erlx.(1+r1x)+ rl.erlx = erlx .(2.r1 + I'12.X),
reemplazando en la ecuacion diferencial

se tiene:
e[ (2.0 + n°.X) +a.(l +rX) +&.X]= erlx-[X-(ao-g;r aun+ &) + (2an + )= 0

es 0 pues;res raiz es 0 pues;res raiz.
de la ec. caract doble de la ec. caract.
y por lo tanto es raiz
de su polinomio
derivado
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Ademas ye y» son LI.

er]_X Xélx
W= o X X Xt X :_er1XDé1X(1+ [ X— {)a z0,
1. .

Por lo tanto las funciones son L.I.

En este caso, la S.G. dgya+ ai.y' + a.y=0es

y= erlx.(C]_ + C,.X)

VI.- Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundalen, lineales, con coeficientes
constantes y segundo miembro no nulo.

Son de la forma .&y” + & Y+ ay = G(x) con @IR, para ¥K0,1,2}cona#0 y
G(x) continua enhl

Teorema 1
La diferencia entre dos soluciones particularels @éeuacion:
oy +ay+ay=G((X)(*)
es solucion de la ecuacién diferencial homogéneciada
an+aly’+ a2y=0
En efecto: Si Yx) y w(x) son S.P de (*), se cumple:
W +a u'+ au= G(X)
Restando miembro a miembro
o W'+ W'+ ayu= G(X) se tiene:

3 (U™ U2")+ ag (U~ u2)+ az (Ur - Up) = G(X) - G(x) = 0, o sea:

3 (U- )"+ a1 (W- W)+ a2 (up - )= 0, lo que significa quei(x) - Ux(X) es solucidn
de la homogénea.

Teorema 2

Cualquier solucién de (*) puede expresarse comoasdenuna S.P. de (*) mas una
combinacion lineal de soluciones particularesdella ecuacion homogénea asociada.

Consideremos :pyS.P de (*) conocida yi(k) - ux(x) dos soluciones L.I. de la ecuacion
diferencial homodgenea asociada.
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Por el teorema anterior ¢(x) es S.P de (*), entonces:

d(x)- ypes solucion de la homogénea asociada, entonced eschibirse como combi-
nacion lineal de 4x) y ux(x).

Es decir:
O (X)- Yp = Crur(x) + Co up(x),

de donde cualquier S.P de (*) puede escribirse como
d(X)= yp + Crus(x) + Cz Ux(X),

Los dltimos dos términos constituyen la S.G. dedaogéneas, por lo tanto la S.G de
(*) se obtiene con:

Y=%*%

Existen distintos metodos para obtengr gnalizaremos dos de ellos: el de variacion de
los pardmetros y el de los coeficientes indeterdusa

« Método de variacidon de los pardmetros

Consideramos la ecuacion homogénea asociagd+ a; y'+a, y =0 .
Su solucién general e G . (X) + G W (X), siendo w(X) y W (x) L.

Proponemos como solucion particular una funciotaderma de y pero pensando que
C;: y G son funciones de x.

Es decir : p¥F C1 (XU (X) + G (X)uz (X) (%)

Interesa encontrari(X) y C(x) como para que la solucién propuesta verifiguecua-
cion: '+ ary+ay = Q(x) (1)

Se busca un par de funciones que cumplan (1), gedispone de una sola ecuacién
con dos incégnitas. Para identificar algunos dearifisitos pares de funciones que po-
drian obtenerse, puede establecerse una condidiiraga que en lo posible, facilite
los calculos.

Derivamos yp: ¥ =C’1 (X) . i (X) + C. (X) . U'1(X) + C2 (X) . b (X) + & (X) . u2(X)

Para facilitar el calculo de la derivada segundamgpone como condicién adicional que
la suma de los términos subrayados sea 0.
Es decir:

(2) [C109. u(X) +C%(X) . w(X) =0|

Resulta: yp = C; (X) . U1 (X) + G (X) . u2(X)
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Entonces: yp = C'1 (X) . U'1(X) + C (X) . u"1(X) + C2 (X) . U2(X) + C (X) . u™2(X)
Reemplazando en (1) se tiene:

B (C1(X) . U1 (X) +C(X) . UL (X) + C2(X) . U2(X) + G (X) . U2(X) ) + a (Cy (X) .
U1(X) + G (x) . u2(x)) + & (C1 (X) . w(X) + G (X) . k(X)) = Q(X)

Agrupamos los términos que contiengn(X) y los que contieneny(x)

Por lo tanto es:

Ci(x){@u"s (X) +a u'(X) +azu (X)} +Cz (X).{ @ U"2 (X) + & U'x(X) + a2 Uz (X)} +

{C1(X).u1(x) +C2(x).u2(x)}=0Q(x)

Las expresiones subrayadas dan cero porg(®ey w (X) son soluciones de la ecua-
cion homogénea asociada; por lo tanto queda:

{C1(X).u1(x) +C2(x).Uu2(xX)}=QKX) =

(3) [CL0) . u1() +C2 () - u2(9) = Q) 3]

El sistema que nos permitird resolver el problema e

C.1 (Quw (x) + C2 (X)uz (x).=0
C1(¥).u1(x) +C2(x).u2(X) = Q(X) &

Resolvemos el sistema por Cramer:

0 u, Uy 0
X . . X

3 _Q(%O o 9,
o u w Y Tou
uy; U, u, U,

El denominador (que es el wronskiano deyuy) es distinto de cero por sef(x) y
ux(x) L.I . Luego el sistema tiene solucion Unicseypuede obten€r*; y C', .

Finalmente integrando se obtieng)J y G, (x) que reemplazadas en (*) conduce alay
buscada.
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* Método de los coeficientes indeterminados

El método se puede aplicar sin problemas cuandq &3(

1) Polindmica

2) Exponencial

3) Combinacion de senos y cosenos

4) Combinacion lineal de cualquiera de los casos ianést.

El método consiste en proponer una funcién del mispo con coeficientes a determi-
nar.

Estos valores se obtienen derivando la funcidonyesia dos veces y reemplazando en
la ecuacion original.

1) Q) =Y bx
i=0

Si al resolver la ecuacion caracteristica resulentonces se propone coma,y
ta que:

0 no es raiz( &, a Yy & son distintos de cero) i Alxi (€] polnomio que se propone e un
<o polinomio completodel mismo
grado que Q(x), aunque a Q(x) le
falten términos)

0 es raiz simple(a, =0) X i AiXi Los coeficientes a determinafr
) son los A

0 es raiz doble (a;=0y & =0) n

2) Q(x) = B.e%

Si al resolver la ecuacion caracteristica resulentonces se propone coma,y
ta que:
a no es raiz A edX El coeficiente a deter-
PR minar es A
a es raiz simple Ax. e**
o es raiz doble Ax2 e

3) Q(X) =M cospx + N senBx
(Aunque M 6 N sean 0 se propone una combinaci@allide seno y coseno)

Si al resolver la ecuacion caracteristica resulentonces se propone coma,y

ta q'ue: . Los coeficientes a
+Bi no es raiz A; cosPx +A; senBx determinar son los

A

Bi esraiz X.( Az cosPx +A; senpx)
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4)Si Q(x) es una combinacion lineal de los castsrimes la y que se propone es

una combinacion lineal de las que se propondrigladamente.

Por ejemplo: y" — 2 y'= ¥+ 3 € + cos X.
Laec. carac. es* —2A =0 =X, =2 y A, =0

Entonces y= X(A2Xx* +A1 X +Ag) + Ag .X. €° + A4 COS X +A senx




Curva Definicién:

Seaf : SO0 — O™una funcién continua en S se denominava descriptapor f al conjunto imagen de S al

aplicar f
Curva lisa o0 suave:

Para que una curva sea suave o lisda,b] 0 0 — [1™tiene derivada continua para todo el intervalosyiniia de 0

Superficie Definicion:

Seaf:SOO2 - 0%/ %(;() = (x(u,v); y(u,v); z(u,v)) una funcion vectorial de variable vectorial cuyas

. . 2 .. T
componentes son continuas en un conjunto cor®ko[1“ llamamos superficie a lmagende f

Superficie Reqgular:
Para que una superficie sea regular debe cumplir co
1) Las derivadas parciales de la funcion deben existar continuas

af af -
2) El producto el producto vectorial entre ambas tigue ser distinto del vector nul%— Da— z0
u V

Continuidad definicion:

. . 0 (%)
Seaf:SOO" - O™y f es continua erx, punto de acumulaciéon d8 < {0 lim f(x) =B

X = Xg

f(%)=B

Definicién de derivada de una funcién vectorial

Seaf (t):SO0 - 0" On=20t, un punto interior de S. Se defirk' (t,) como

f (% +h) - (%)
h

3

() =i

esto se aplica a las n componentes de la funcién

o

—

Recta tangente a la curva
Ya que la interpretacion geométrica de la derivesglla obtencion de un vector, el cual indica ladtiion de la

tangente a la curva eR, => X = ¥(Fﬁ) + F(R))

Plano normal a la curva

(5(— ?(to)j. f'(t,) =0

Definicién de derivada de un campo escalar

Sea f (;(j :SO0" » 00n220xoun punto interior de SE/vector. Se definef '(;(0, F) como

f'(xo,r)=Liﬂ

Teorema de Schwarz

f(x+hr) = f(x)
h

3

o

- - —

Sea f (;(j :SO 0% - Oexisten ]:'X, f',, f",enunentorno de, = (X,, Y, ) punto interior de S. Sf"xyes

—

. - 11} 11} — n
continua enx, existe f"  y cumple conf”, =f"

Diferenciabilidad definicién

Seaf :SO0O" — O™definida en el conjunto abierto S. Decimos qﬂes diferenciable eX, de S siexisteuna
[T~ T(%)-T(x-%)|
T.L. T:0" - O™tal que: lim — =0
o [% =%

La T.L. T se llama diferencial dé en X,

Caso particular de diferenciabilidad cdn: S [ 02 - 0O se puede expresar como

f(%)- (%) :T(H)+HHH.5(H) siendoHLiHrI]Oé‘(H) =0



Teorema de existencia y derivabilidad de una funci®definida implicitamente por una ecuacién
DadaF :SO0O" - Osi

. [X,0S/F(X,)=0

« F es continua en un entorno d&,

» Existen y son continuas en un entorno)&gtodas las derivadas parciales de F (Gradienteraamiti

oF
%oz
Entonces

. Existe un entornd/ (X}) 0 0" conX} = (X, Xy,-... X, ;) D O™ existe una tnica funcion

z0

foV(XE) — 07 F (X XgyeereXog) =X, Y F (X, Xgyeeee Xy T (X)) = Ocon derivadas parciales
continuas

° F = —i

% rt

Fxn

Definiciéon de derivada direccional maxima.
cosa =1

of -
maxa—v‘XO = HDf (XO)H

Definicién de derivada direccional minima.
cosa =-1

of -
maxﬁ‘XO = —HDf (XO)H

Regla de la cadena para campos vectoriales o derta_matricial

seaf:U 00" - O™un campo vectorial con derivadas parciales consiiGa) enXO£U

Sead:V O O™ - O°un campo vectorial con derivadas parciales consiiGa) enYﬁO = l?()zo)é’\/ tal que

Img f O Domg

Entonces existdl = §o f y es un campo vectoridl = go f :U O O" - O%/h(X) = Gl_f()?)] = g(Y) que es

derivable enX ,y su natriz jacobiana esta dada @H()ZO) =Dg F()ZO) Dl?()zo)
5/_/

Yo

Extremos condicion necesaria y suficiente
F:SO00% - 0O
Puntos criticos:F, (B,) =00F/(p,) =0
Analisis de los puntos criticos
S O{ F! <0= F(p,)Maximorelativo

Fr Fa|_
Fr Fp

yX

H(p,) = F! >0= F(p,)Minimo relativo

< Opuntodeensilladua

Teorema de lagrange para extremos condicionados

SeanF UG : [0 - [0 campos escalares diferenciables en un entornX(gLI (Xo» Yo Z) con derivadas

no nulas simultaneamente. gio = (Xg Yo Z,) €S un punto critico de f en el conjunto
A={(x,y,2)/G(x,y,z) = 0} entonces existe ury /(X,, Yy, Zy, Ay) €s punto critico de
L(x,y,zA)=F(x,y,2)+ AG(x,y,2)

Clasificacion de extremos

Le Ly Gy [>0maximo
H(x,y,A)=|Ll, Li G}/=1<0minimo
G G, 0 = 0nadainforma

X y

Integrales de linea independientes del camino
Sea un campo vectorial diferenciable con gradieotginuo en un conjunto abierto y sean 2 puntossculiera
pertenecientes a ese conjunto, que estan unidagiparurva regular a trozos “g”

g:sO0" -~ 0O D(A), EO)D Stal que esten unidos pa(t) : t D[a,b]




[D¢.dg =¢(B)-¢(A)

Teorema de Green-Gauss
seaF:S0O0% - 02/ IE(X, y) = P(X, y)T + Q(X, y)] un campo vectorial con derivadas parciales consireuma

el conjunto abiertdS [ [0?; sea D un recinto simplemente conexo en R2 limifaak una curva cerrada C
(C =g(t)) frontera de D, orientada positivamente y de matique S incluya a D y su frontera. Entonces

§c ﬁdg = J-c+ (P(X’ y)dx + Q(X’ y)dy) = J-J.D [Q; (X’ y) - P;: (X’ y)]dxdy

Teorema de Stokes

seaf:SO0°% - O%un campo vectorial derivable con continuidad eramunto abierto S que incluya a una

superficie simple orientablg, que es la grafica de una funcién con derivadesalas segundas continuas, y a una
curva regular a trozos C definida por la funciooteeal g(t), que limita la superficie. Entonces

[ lrot f ndor=§ f.dg

Teorema de Gauss o de la Divergencia

seaf:SO0° = O%enun campo vectorial derivable con continuida@fynido en el conjunto abierto S que
contiene a un solido simpM [ D3proyectable sobre los tres planos coordenadosatimipor una superficie

orientada. con sus versores normalBsapuntando hacia el exterior. Enton(ﬁs“; Div f dxdydz= ”Z fndo



Propiedad de homogeneidad demostracion

Propiedad:¥'()zo;A Fj =A i;'()Zo; Fj
%(x;;u;j_f(x;j f(x;;mj_%(x;j
- (- - . A
f' (xo A rj: im =

t-0 t t-0 A t
f(xivir)-f(%) o
i tA :{Atﬁo}:

Demostracion de: funcién diferenciable => funcién entinua.
Continuidad:lim f (X) = f(X;)
- %

[F 0= () =T (x- xo)H

Demostracion:

Diferenciabilidad:im

x|
1_\\f(x>‘f(xo) T 0 e(xx) = T FOQ)=T(x=x)
s [x=| [x=x|

E(x=x)x =% = F(3) = F(3) = T(x=%) = F(3) = F(5) +T(x=%,) + £(x =x)x = x| =
lim f(x) = [im £ (x,) + IMT (X = %,) + lim&(x =o)X = X,

X - Xo X = Xg X = Xg X—Xg

Iim £(x —XO)”X - XO” = Opor el modulo tender a 0

I|mT(x X)—|Ime(XO)(X X,) =0

X - Xg

lim f (x)=Ilim f (X,) =>f es continua en un entorno g
X=X X=X

Demostracion existencia de derivada

f' (R +h1) = £'(%)
h

Derivada de un campo escalé (7(0 r)= Iim

Diferenciabilidad:lim” (%)~ T (%) ~T(X- Xo)”

% % =%l
)l( rp(0||f(X) - f”()z(o)xohr(x Xo)” 0= 5(7(_7(0)”7(_7(0” = (%) - f()?o) “T(%- 7(0) N

(X = X)X = Ko + T (X = %) = £ (%) = (%)
Primero que eX = X, + hi" pero comol’ = €i es versor en x. Aplico limite

im f Ko +h(e) - (%) _ . T(Xo+h(el) %)

h-0 h h-0

fi(%) =l T(h(el)) . s(h(el))llh(el)ll

h 0
Veamos que pasa con el segundo Ilmlte

m £(h(éi)rz||h(éi )||

+1im £(%, +h(ei) = %% + h(ei) =% =

im =0yaque|h(ei)| = |h||%T|| ||entonceshm|h|£(h(e|))Facotadaporlnflnltemmo 0

T(h(ei)) —lim hT (&i) ~T(ei)
h h

—

f (X)) =1im
(%) =1im
Esto demuestra que si la funcidn es diferenciakiftesla derivada parcial para x. Esto se repita pada derivada parcial.

Si tomamos esta demostracion y la aplicamos a fadaterivadas parciales como el versor no valera pada derivada
parcial obtenemos lo siguiente

F'(Roo ) = 0 (o).

Demostracion de la formula de la derivada implicita
Suponiendo que una funcién esta definida implicsta@ F (X, Yy, z(X, y)) = 0 O(X, y) DE(X,, Yo)




Derivando por regla de la cadena

1 0
OF(eyzxy)| O 1 |=0= R =06 Y0 206 Yo) =
z(xy) z,(xy)
[0 ] R RER)Z ) 205 206w = B
FEEFEEFEE)] o 1| R

Z(%: Yo) Z, (% Yo) | | Fy(R)+Fo(R0)-2, (%, o) = 0= 7, (%5, Yo) = F'(P)
z 0

Demostracion de la perpendicularidad entre el gradinte y las curvas de nivel

Consideremos una curvg™de nivel que pasa pdrX,, Y,, Z,) de la superficieF (X,, Y, Z,) = K

G(t) = (G,(1), G, (1), Gy (1)) derivable erty/ (to) = (X5, Yo, 2)

F(X, Y0, 2) =k= (F o g)tO =k= (F o Q)to = 0= Porregladelacadena= UF(X,, Y,,Z,)-9'(t,) =0

esto demuestra que el gradiente es perpendiculsalquier curva de nivel

Demostracion de independencia de camino
g = {;’ L =h=g0000=4(g0) = h(t)} = [ De(g(m)dt =) - ht) = #(a(t,)) - (g )
=¢(B)-¢(A)




